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1. Semana 6 - Sesion 1

Momento 0: Retroalimentacién del parcial 1

1.1. Momento 1: Porcentajes (concepto de porcentaje; relacién entre porcentaje,
decimal y fraccién)

Representar los porcentajes de manera grafica nos ayuda a comprender mejor el concepto de porcentaje y per-
mite también comprender la relacién entre porcentaje, decimal y fraccion.

Ejemplo: Considere la frase “Me comi el 50 % de la chocolatina”. La chocolatina es la unidad.

chocolatina Si la chocolatina hubiera estado partida en 100 pedacitos
50% es 50 de cada 100 . ) . .
50% iguales, me hubiera comido 50 pedacitos.
50% = 155 = 0.5
i 0 |
la mitad f

50%

Ejemplo: Considere la frase “El 75 % del disco duro estd lleno”.
= Represente esta situacién graficamente.

s Teniendo en cuenta que 75 % significa “75 de cada 1007, escriba el 75 % como fraccién y como decimal.

Solucion:
disco duro 75% es 75 de cada 100 Si el disco duro fuera de 100GB,
'r'(‘ﬂ“f ------- 75% = 170% —0.75 75GB estarian ocupados.
tres cuartas partes (2 = 12
* 0 1
[ % ] 4‘—‘—‘—*—‘—>

disco duro 75%

Ejercicio 1: En la mesa de opinién “Entorno Econdémico y Social en México” realizada en la BUAP a co-
mienzos del 2017, salié a la luz que “el 40% de los trabajadores de México no puede adquirir la canasta bési-
ca”. (fuente: http://www.tribunanoticias.mx/el-40-por-ciento-de-los-trabajadores-en-mexico-no-puede-adquirir-la-
canasta-basica/)

Represente esta situacién graficamente y escriba el 40 % como fraccién y como decimal.

Ejercicio 2: Dato real: En el primer semestre del afio 2016, sélo el 52% de los estudiantes que inscribieron
Matematica Baésica, aprobd la materia.

1. Represente esta situacién gréficamente y escriba el 52 % como fraccién y como decimal.
2. ;{Qué porcentaje de los estudiantes que inscribieron Matematica Basica reprobd la materia?

Ejercicio 3: Dibuje un rectdngulo. Si el rectdngulo representa una cantidad w, sombree el 90 % de w.

Ejercicio 4: En la recta se muestra la ubicacién del 0 el 1 y una variable w. Ubique en la recta las siguientes

cantidades:
el 100 % el 100 % de w el 25% el 256 % de w

0

—_
08

v

[ ]



Solucién:

25% de w
0 w
l y | | |
25% 100% :
# 1 w
8- ; % >

100% de w

De fraccion a porcentaje; de decimal a porcentaje

El porcentaje nos permite representar nimeros de una nueva forma. Por ejemplo, el nimero 0.75 puede repre-
sentarse como 75 %. Ya vimos como pasar de porcentaje a fraccién y de porcentaje a decimal. Veamos ahora como
pasar de decimal a porcentaje y de fracciéon a porcentaje.

De decimal a porcentaje

Para esto, usamos la conversién de decimal a fraccién y las fracciones equivalentes:

Ejemplo: El 0.4 puede escribirse de muchas maneras usando potencias de 10:

04_i_ﬂ_ 400 4000 =t
710 0 100 0 1000 10000

Como “tanto por ciento” quiere decir “tantas partes de 100”7, la fraccién que nos interesa es aquella que tiene

denominador 100. El % nos indica que 0.4 = 40 %.

Ejercicio 5: Escriba 0.62 como una fraccién y como porcentaje.

Ejercicio 6: Escriba los siguientes decimales como porcentajes.
(a) 0.78 = (b) 0.331 = (c) 0.9156 = (d) 0.06 = (e) 0.6 =

También podemos hablar de porcentajes mayores a 100 %. Observe:

Ejemplo: 2.54 = % = % = % = % etc. Tomando la fraccién que tiene 100 por denominador, obtenemos
que 2.54 = % = 254 %. ;{Cémo representamos esto en la recta numérica?
2.54
0 1 2 l 3
0% 100% 200% T 300%
254%

Ejercicio 7: Escriba los decimales como porcentajes
(a) 12.3= (b) 37 = (c) 9.2204 =

Ejercicio 8: Ubique en la recta numérica los siguientes valores: 30% , 30, 0.3, 0.30 y 0.3%

1 ) 10

O

De fraccion a porcentaje

., Cémo pasar de fraccion a porcentaje?
Si la fraccién ya estd dada con un denominador de 100: facil! Por ejemplo: % = 81%.



A veces la fraccién no tiene denominador 100, sin embargo resulta facil reescribir la fracciéon con un denominador
de 100 (pensando en fracciones equivalentes). Por ejemplo:

18 18 6
_ h . . . . M — —
300 = 100 — hay que dividir entre 3 arriba y abajo — 300 — 100

Sin embargo, en la mayoria de los casos, conviene mds convertir la fraccién a decimal (efectuando la divisién)
y luego pasar de decimal a porcentaje.

6 %

1% =9+16 = 0.5625 = 56.25 %

Ejercicio 9: Escriba las siguientes fracciones como porcentajes.

() o5 = b) ;= (© () 15 = (0) 20 = (f) 12 =

. Qué pasa cuando hay infinitos decimales?

Ejemplo: % = 3.235294118... = 323.5294118... % Eso lo podemos aproximar!

5 ~324% o 2 ~3235% o 22 ~32353% etc.

Ejercicio 10: Reescriba las fracciones % y é—; como un porcentaje. De la respuesta exacta y también una apro-
ximada.

Nota: La representacion de % es un numero periodico, % =0.51 = 0.515151...

Asf, é—g =51.51%, o aprozimando é—g ~52% o é—g ~51.5% o é—; ~51.52% o é—; ~ 51.515% ete.

1.2. Momento 2: Expresiones algebraicas (tablas y patrones)

Uno de nuestros principales objetivos este semestre es aprender a plantear una ecuacién a partir de un contexto
dado y asi lograr resolver un problema. Antes de llegar a plantear ecuaciones, aprenderemos a plantear expresiones
algebraicas. Esto implica comprender la relacién entre distintas variables y comprender cémo un cambio en una
produce un cambio en otra. Para comenzar a crear intuicién al respecto, trabajaremos con tablas de casos numéricos
que nos permiten encontrar patrones.

Ejemplo: Considere el contexto

“Alfonso gasta en arriendo la mitad de lo que gasta su hermana Cecilia.”
Consideremos algunos ejemplos numéricos que satisfagan ese contexto:

s Si Cecilia gastara 2 millones de pesos en arriendo, entonces Alfonso gastaria 1 millén de pesos.

s Si Cecilia gastara $1 600000, entonces Alfonso gastaria $800 000.

En general, para calcular lo que gasta Alfonso, se toma lo que gasta Cecilia y se divide entre 2. Usemos variables
para describir esta situacién:

s Si Cecilia gasta C pesos en arriendo, Alfonso gasta g pesos.

arriendo Alfonso | $1000000 | $800000 | $1 750000

arriendo Cecilia | $2000000 | $1600000 | $3500000 | ...... C
C
2




Ejercicio 11: Considere el contexto “Katia tiene 4 anos menos que Juan Marcos”.

. edad de Katia 24 | 80
1. Complete la siguiente tabla: odad do Juan Marcos 5139

. edad de Katia 24 |80 | 11 | --- | k&
2. Complete la siguiente tabla: odad do Juan Marcos

(,Cuantos anos tendria Juan Marcos si Katia tuviera k anos?
Solucién: Se toma la edad de Katia y se le suma 4: k + 4.

edad de Katia

3. Complete la siguiente tabla: odad do Juan Marcos T3 T30 T2 T T

;, Cuantos anos tendria Katia si Juan Marcos tuviera m anos?

Solucién: Se toma la edad de Juan Marcos y se le resta 4: m — 4.

Nota: Es un error muy comun leer textualmente “4 anos menos que Juan Marcos” y escribir “4 — m”.
Cuidado! No son lo mismo!

Ejercicio 12: Considere la situacién “Esteban gana dos veces més de lo que ganaba en el trabajo anterior”.
Complete la siguiente tabla:

lo que ganaba en el trabajo anterior | $1 500000 | $6 000000 | $3750000 | --- | G
lo que gana ahora

Si en el trabajo anterior ganaba G pesos, {cudnto gana ahora?

Observe que “dos veces mas” es “el doble”; “tres veces mas” es “el triple”; etc.

2. Semana 6 - Sesion 2

parte; problemas tipo “;Qué porcentaje de

2.1. Momento 1: Porcentajes (relacién *——
todo

78 es 277)

Ejemplo: De 27 estudiantes que hay en una clase de Matematica Bésica, 17 estan repitiendo.
. Qué porcentaje de la clase esta repitiendo?

Comprendamos la situacién gréficamente:

17
R
——
27
de discreto a continuo
17
27
<«+—— La clase es la unidad.
%0‘.63
6 1‘77 '1 <«+—— Enlarecta, el 1 es la unidad.
27
0% ~ 63% 100%



Como nos piden un “porcentaje de la clase”, entonces la clase es la unidad. Esa unidad se parte en 27 pedacitos
17

iguales (cada pedacito representa un estudiante) y se toman 17 de esas partes: 57+

En general, para calcular un porcentaje se determinan el todo (la unidad) y la parte,

y se calcula It)zgf. El decimal resultante se convierte en porcentaje.

los que estan repitiendo 17

porcentaje de la clase que estd repitiendo = = —
la clase entera 27

Resultado exacto: iZ = 0.629629629... = 0.629 = 62.9629629... % = 62.962 %
27

Ojo con la parte periédical Aunque 0.629629629... = 0.629, 62.9629629... % = 62.962 % o 62.9629629... % =
62.9629 %.
Resultado aproximado: 32 ~63% o 3L ~63.0% o 3£ ~62.96% etc.

Ejercicio 13: De los 10800 estudiantes que participaron del programa Ser Pilo Paga del 2015, 665 entraron a
la Universidad Jorge Tadeo Lozano.
(fuente: http://www.elespectador.com/noticias/educacion/ser-pilo-paga-cifras-articulo-613865)

. Qué porcentaje de los estudiantes de Ser Pilo Paga 2015 entré a la Tadeo?

Ejercicio 14: Algunos datos sobre las cdrceles colombianas (del ano 2014):

= En Colombia habfa 117018 presos en total (8251 mujeres y 108 767 hombres). Sin embargo, la capacidad de
las cérceles era de 76 553 presos.

= Entre los presos habfa 2 132 presos extranjeros (por delitos de narcotréfico o hurto y pornografia con menores,
principalmente). En particular habfa 699 presos de nacionalidad Venezolana.

= Habia 108 ninos menores de 3 anos viviendo con sus mamés en prisién, 32 de ellos en el Buen Pastor.

(fuente: http://www.eltiempo.com/multimedia/infografias/carceles-y-presos-de-colombia/14739475)

Preguntas:
1. ;Qué porcentaje de los presos eran hombres?

2. ;Qué porcentaje de los presos eran de Venezuela?

Nota: Si el resultado en la calculadora tiene un “x10~°3”, Utilice las teclas ’ shift ‘ y ’ ENG ‘ hasta obte-

ner un “xio— 207

. Ese es el resultado que busca! En el segundo corte aprenderemos qué significa esto.
3. {Qué porcentaje de los presos extranjeros eran de Venezuela?

4. Si hubieran sacado a los presos que no cabian, ja qué porcentaje de los presos hubieran sacado?

5. ;Qué porcentaje de los ninos menores de 3 anos estaban en el Buen Pastor?

Ejemplo: Considere estas dos preguntas:
(a) ;Qué porcentaje de 182 es 487  (b) ;Qué porcentaje es 182 de 487

Aunque las preguntas se ven muy parecidas son absolutamente distintas! Es muy importante aclarar un por-
centaje de qué. Eso nos ayuda a determinar cudl es la parte y cudl es el todo.

(a) ;Qué porcentaje de 182 es 487 En esta caso, el todo es 182, y por lo tanto debemos calcular

I,;ggf = % =0.263736... =~ 26.37 % o, en otras palabras, 48 es aproximadamente el 26.37 % de 182.




(b) {Qué porcentaje es 182 de 487 En esta caso, el todo es 48, y por lo tanto debemos calcular:

I,zggts = @ = 3.7916666... ~ 379.17 % o, en otras palabras, 182 es aproximadamente el 380 % de 48.

Ejercicio 15: De una botella (sin empezar) de 1.5L servi un vaso de 270 mL, ;qué porcentaje de la botella
servi?, jqué porcentaje de la botella sobrd?

Solucién: Para calcular el porcentaje de la botella que servi:
parte _ lo que servi _ g.27 —0.18 = 18%.

todo = la botella — 1.5
Nota: Calculemos el porcentaje de la botella que sobré de dos formas distintas.
s Podemos comenzar por calcular lo que sobrd (1.5 L —0.27 L =1.23 L) y luego calcular el porcentaje

parte _ lo que sobré _ 1.23L _
todo ~ total botella — 1.5L — 0.82 = 82%.

» Otra forma seria pensar que como la botella completa representa la unidad (el 100 %) y servimos el 18 % de
la botella, entonces calculamos el porcentaje que sobrd asi: 100 % — 18 % = 82 %.

Ejercicio 16: Con el proceso de desmovilizacién de las FARC, comenzaron a conocerse cifras antes ocultas. El
dia 3 de febrero de 2017, el Mecanismo de Monitoreo y Verificacién del cese el fuego anuncié un total de 6200
guerrilleros, de los cuales 1984 eran mujeres. ;Qué porcentaje de los guerrilleros eran mujeres?

Ejercicio 17: Datos reales: En el primer semestre del 2016, 628 estudiantes inscribieron Matemética Bésica.
De ellos 60 retiraron y 328 pasaron el curso.

1. ;Qué porcentaje de los estudiantes que inscribieron MB retiré el curso? (solucion: 2 @ ~9.6%)
2. ;Qué porcentaje de los estudiantes que inscribieron MB pasé el curso? (solucion: % ~52.2%)
3. ;Qué porcentaje de los estudiantes que no retiraron MB pasé el curso? (solucion: % ~57.7%)

4. ;Qué porcentaje de los estudiantes que no retiraron MB perdi6 el curso?
(solucidn: $28-00-328 ~ 42 3% 0 100 % — 57.7% = 42.3%)

2.2. Momento 2: Expresiones algebraicas (expresiones que no se simplifican %3 =+
bic)
d

Simplificaciéon de expresiones algebraicas

Hasta ahora hemos estudiado cémo simplificar cierto tipo de expresiones algebraicas.

Por ejemplo Lﬁ—ﬁ o 3A-2-18A+4=2-15A
JEMPIO 302 T G - ‘

También vimos ya que la expresién 2 — 154 no puede simplificarse.

ab+c

Veamos otro tipo de expresién algebraica que tampoco puede simplificarse: o

ab+c o
a

Es un error muy comun querer cancelar las a.
Sin embargo, esto sélo puede hacerse en el caso %b (cuando la a estd multiplicando al resto del numerador o al
resto del denominador). Observe:

w 2304 oL 334 (pues 234 = 814 — 10 & 0.71, mientras que 22 = I =1)
= En cambio, 2038 = 314 (pues 2020 = S0 — 4 —1y 24 T 1),

En el primer caso, el 2 sélo estd multiplicando al 3, no al 4. En el segundo caso, el 2 estd multiplicando al 3 + 4.



Ejercicio 18: Para cada una de las siguientes expresiones, simplifique en caso de ser posible, o aclare que no
se puede simplificar.

3 3 6(1+y) 7(14y) 7(1+y) 3—4y
3z 3—x 6y 7(y—8) Ty—8 4y
Solucion:

3 _ 1
"3 T2

] % no se puede simplificar, pues el 3 del denominador no estd multiplicando a todo el denominador.

6(1+y) _ 14y

6y y

. [04y) _ 14y

7(y—8) y—8
7(1+y)

7y—s 1O se puede simplificar, pues el 7del denominador no esta multiplicando a todo el denominador.

] % no se puede simplificar, pues el 4 del numerador no estd multiplicando a todo el numerador.

2.3. Momento 3: Polinomios (suma, resta, multiplicacién y potencias enteras de
monomios)

Monomios

Los monomios constan de una constante (un ntimero cualquiera) multiplicado por una o varias variables, donde
cada variable estd elevada a una potencia entera positiva o cero.

entero positivo o cero 0, 1, 2, 3, ...

. . n
cualquier nimero <+—— QT

Y

variable
Nota: Ya sabemos que r* = r-r -7 -r. ;Cémo calcular r* ? Tome su calculadora y calcule 3%, 17.505° y
(—4.001)°. Por ahora, a partir de esos resultados, concluimos que r® = 1 (pero lo explicaremos m4s adelante).

Ejercicio 19: ;Cuéles de los siguientes son monomios?

5t L3 17abe  31/2g2y16 P 2

1
8
Solucidn: Son monomios: 5t* y 17abc y 3222y y p y %. En el monomio 5t* la variable es t y el coeficiente
del monomio es 5. En el monomio 3'/2224'6 1a constante es 3'/2 (un ntimero cualquiera) y cada variable esta elevada
a una potencia entera positiva. Més adelante veremos que 3'/2 es /3. En el monomio % puede pensarse que no hay

variable o que la variable esta elevada a la cero (%wo, por ejemplo).

f1/3 no es monomio, pues la potencia no es un entero positivo (o cero); 2 1o es un monomio pues la variable

’or
estd en el denominador. Més adelante aprenderemos que % se puede escribir como 2r 1.

Como los polinomios son suma y resta de monomios, debemos comenzar por aprender a operar monomios.

Suma y resta de monomios

Esto, en realidad, ya lo habfamos trabajado (sin llamarlo asf) e incluso habiamos hablado de sumas de monomios
que podian simplificarse y otras que no podian simplificarse.

Ejemplo:
4b+ 50 = 9b 4 + 5b no se simplifica
5b% + 8b3 no se simplifica 603 + 703 — 206% = —T7b3



Ejercicio 20: Calcule y simplifique al méximo las siguientes sumas y restas de monomios:

322 —x+ Tx — 52 = —rt2 4+ 6r — rt? — 10rt2 — 6r + 1t =

Multiplicacién de monomios

Ejemplo: Calculemos 4t% x 15t% y luego sacamos una conclusién general. Para calcular 4t> x 15t5, descompo-
nemos cada monomio y luego reorganizamos agrupando nimeros por un lado y variables por el otro:

AP X I5t0 =4 Xt Xt X IPXEXEXEXEXEXE=4XIEXEXEXEXEXEXEXEX T =60 x 8 =603

Forma corta: 4¢2 x 15t = 4 x 15 x t2 x 6 = 60t216 = 60¢°

En general, se tiene la siguiente propiedad de exponentes:

CLb caf = ab-i—c
Ejercicio 21: Realice las multiplicaciones de monomios:
(a) w wl? = (b) 3h1Y x 2R'0 = (c) p?-400p? - 50p3 =

Ejemplo: Calculemos (y2)5 y luego sacamos una conclusién general.
(y2)5 _ (yz) . (yQ) . (y2) . (yz) . (y2) — g2 g2y g2 gy? = 2222 10
Forma corta: (y2)5 = y2X5 =410
En general, se tiene la siguiente propiedad de exponentes:
(ab)c = gbc

Ejemplo: Calculemos (3hk:4)2 y luego sacamos una conclusién general.
(3hk‘4)2 = (3hk*) (3hk4) =3-h-k*3-h-k*=3-3-h-h-k* k*=9Rn%k®
Forma corta: (3hk4)2 = 32h? (k;4)2 == 9h2k® (“se distribuye el exponente”)
En general, se tiene la siguiente propiedad de exponentes:

(a-b)"=a®-b°
Ejercicio 22: Calcule
(a) (m°)° = (b) (42%)” = () (5%%)" =

Ejercicio 23: Realice, de ser posible, las siguientes operaciones con monomios (de no ser posible, aclare que no
se puede):

1. 4w — 18w + w® = (solucién: —13w?)

2. z4+5= (solucion: No se puede realizar la suma)

3. Tm* —m3 = (solucion: No se puede realizar la resta)

4. tut x 6u® = (solucidén: § x 6 x u* x v’ =1 x u*™® =u?)
5. (t355)9 = (solucidn: (t3)9 . (55)9 =1275%)

6. (7"3)2 - (7"2)3 = (solucién: r6 — 1% =0)



Propiedades importantes que hemos visto hasta aca:
ab caf = abJrc (ab)c _ ab-c (CL . b)c — aC - b°

Polinomios (vocabulario)

Los polinomios son suma y resta de monomios. Una vez simplificado el polinomio, definimos los términos del
polinomio, sus variables y sus coeficientes.

Ejemplo 1: 47z — 61y es un polinomio de dos términos (cada monomio es un término) y tres variables (z, y
y z). El coeficiente del primer término es 1 y el coeficiente del segundo término es —61.

Ejemplo 2: La expresién a3b + 6ab — 3ab — 23 puede simplificarse si agrupamos los dos términos que tienen
a3b: a®b+6ab—3a3b—23 = 6ab—2a3b— 23. Obtenemos un polinomio de tres términos y dos variables. El coeficiente
que acompaiia a ab es 6. El coeficiente que acompaiia a a3b es —2. El coeficiente constante es —23.

Para los polinomios de una sola variable, definimos el grado del polinomio como la potencia méas grande a la
cual estd elevada una variable. Y la constante que acompana a la variable con la potencia méas grande se llama el
coeficiente principal.

Ejercicio 24: Considere el polinomio 542 — 84 + 6 — 82A3 (de una sola variable).

1. Reorganice el polinomio en orden descendente (comenzando por el monomio con la potencia mas grande hasta
llegar al monomio con la potencia méas pequena).
(solucion: —82A3 +5A% —8A +6)

2. ;Cuél es el grado del polinomio? (solucidn: 3)
3. {Cual es el coeficiente principal? (solucion: —82)
4. ;Cudl es el coeficiente constante? (solucion: 6)

Ejercicio 25: Considere el polinomio %p3 — 4 —4.5%p.
1. Reorganice el polinomio en orden descendente:
2. ;Cual es el grado del polinomio?

[ Cudl es el coeficiente principal?

Ll

. Cudl es el coeficiente que acompana a p>?
5. {Cudl es el coeficiente que acompaiia a p??
6. ;Cudl es el coeficiente que acompaiia a p'?

7. {Cudl es el coeficiente que acompaiia a p°?
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3. Semana 7 - Sesion 1

3.1. Momento 1: Polinomios (Distribuir a(b + ¢); multiplicar un polinomio por mo-
nomio; suma y resta de polinomios)
Distribuir

Distribuir es una de las herramientas més 1tiles en matematicas! Se usa para simplificar, para calcular expresio-
nes numéricas mentalmente, para manipular expresiones algebraicas, para solucionar ecuaciones, etc. Veamos dos
ejemplos que facilitan la comprension del concepto.

Ejemplo 1:
& Cémo calcular el area de este rectdngulo? b c
<+——b+tc—>» a
Forma 1:
a
area total = a(b+ ¢)
distribuir
b c /—\‘
Forma 2: 9 o a(b+¢) = ab+ ac
a < w//
& i
£ £

4rea total = drea 1 + 4rea 2

area total = ab + ac

Ejemplo 2: Juliana le compra a cada uno de sus tres hijos un jugo de $2000 y una empanada de $1500. Para
calcular el costo total a pagar ella puede hacer dos cosas equivalentes:
Puede calcular lo de los jugos por un lado, lo de las empanadas por otro y luego sumar: 3 jugos+3 empanadas =
3 x 2000 + 3 x 1500
o puede calcular lo de cada nino y luego multiplicar: 3 - (jugo + empanada) = 3 - (2000 4 1500).
Efectivamente,
3 % 2000 4 3 x 1500 = 3 - (2000 + 1500)

Ejemplo 3: Veamos como multiplicar mentalmente 7 x 23 usando esta idea. El 23 puede escribirse como 20+ 3.
Asf, 7x23=7(20+3)=7-204+7-3=140+21 =161 .

Igualmente
a(b—c) =ab—ac

Ejercicio 1: Usted va a comprar 28 dulces de 900 pesos cada uno. ;Cuanto debe pagar en total? Utilice la idea
de distribucién para calcularlo sin calculadora. Escriba 28 como 30 — 2 o escriba 900 como 1000 — 100.

Solucion: Podriamos descomponer el 28 en 30 — 2:

28 x 900 = 900 x 28 = 900(30 — 2) = 900 - 30 — 900 - 2 = 27000 — 1800 = 25200. Debe pagar 25200 pesos.
Otra posibilidad seria descomponer el 900 en 1000 — 100:

28 x 900 = 28(1000 — 100) = 28 000 — 2800 = 25200

IMPORTANTE: En la expresién a(b=+c) la operacién principal es la multiplicacién (es “algo por algo”), mientras
que en la expresién ab + ac la operacién principal es la suma (o la resta) (es “algo més algo” o “algo menos algo”).
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Ejercicio 2: En cada caso, distribuya.
(a) BXx(D—-FE)= (b) 4(a+5) = (c) r*(2+71) = (d) 6zy(z — 2y + 100z) =

Nota: Observe que en cada uno de estos ejemplos, luego de distribuir, se obtiene un polinomio. Por ejemplo,
272 4+ 73 es un polinomio de grado 3, con coeficiente principal 1.

Importante: ;Qué es un signo menos delante de un paréntesis?
Observe que —(d + 5 — ¢) es lo mismo que —1(d 4+ 5 — ¢). Al distribuir, obtenemos: —(d+5—¢) = —d —5+e.

Ejercicio 3: Distribuya y simplifique al maximo

1. 5(t—=3)+6(3+1) = (solucion: 11t + 3)
2.2(1-3y) —4(y+7) = (solucion: —10y — 26)
3. ab*(a —3b) — 3b*(1 —a) = (solucion: a®b? — 3b%)

Suma y resta de polinomios

Ejercicio 4: Considere el polinomio P = 32* — 22 + 2z + 1. Calcule 2P y P + P y simplifique.

Ejercicio 5: Considere los polinomios A = —50nm + Tn’m + 16 y B = 80m — 15n%m + 21. Calcule:
1. A+ B =
2. A-B=
3. 2A-3B =
4. B—10A =
Soluciones al 2 y al 3:

» A— B = (=50nm + Tn?*m + 16) — (80m — 15n?m + 21) = —50nm + Tn?*m + 16 — 80m + 15n?m — 21 =
22n2m — 50nm — 80m — 5

» 2A —3B = 2(=50nm + Tn*m + 16) — 3(80m — 15n%m + 21) = —100nm + 14n>m + 32 — 240m + 45n?m — 63 =
59n?m — 100nm — 240m — 31

Ejercicio 6: ;Cudl es la diferencia entre 6z — 5x(3 —2z) y (6z —5z)(3 —2x) ?
Ejercicio 7: Calcule, simplifique y reorganice 0.32w — 2.3w(w? + 1.5w) + 4.21w?.

3.2. Momento 2: Porcentajes (aumento y disminucién porcentual, relacién %;

problemas tipo “;En qué porcentaje aumenté algo que subié de 20 a 277”)

Es muy comun referirse a aumentos o disminuciones porcentuales. No sélo preguntarse “; En cuanto aument6?”
sino “;En qué porcentaje aument$?”. En esta sesién aprenderemos a calcularlos.

Ejemplo: En el ano 2010, la poblacion mundial era de 6863879 342 personas; En el ano 2015 alcanzé los
7376471 981. ;En qué porcentaje aumenté la poblacién en esos 5 anos?
(fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Poblaci %C3 %B3n_mundial)

Solucion: Para calcular en cuanto aumenté la poblacién entre los anos 2010 y 2015, simplemente restamos
7376471981 —6863879342, y obtenemos 512 592 639 personas. Lo que calculamos ahi fue el cambio en la poblacién.
Para calcular el incremento porcentual, debemos tener en cuenta el cambio, y como cambié con respecto a la
poblacién inicial:
cambio  final —inicial 7376471981 — 6863879342 512592639

inicial inicial B 6863 879 342 6863879342 ~ 00T =T%
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Concluimos que, en esos cinco anos, la poblacién mundial aumenté, aproximadamente, en un 7 %.

Ejercicio 8: En la siguiente tabla aparecen los precios de transmilenio en anos pares desde su origen hasta el
2016 (en hora pico).
(fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/TransMilenio)

ano 2000 | 2002 | 2004 | 2006 | 2008 | 2010 | 2012 | 2014 | 2016
precio (en §) | 800 | 1000 | 1200 | 1300 | 1500 | 1700 | 1700 | 1800 | 2000

1. (En cudnto aumenté el precio de transmilenio del ano 2002 al ano 20167
Solucidén: $2000 — $1000 = $1000. Aument6 en mil pesos.

2. ;En qué porcentaje aumento el precio de transmilenio del ano 2002 al ano 20167

.. cambio en el precio _ 2000—1000 _ 1000 _ 1 _
Solucion: precio inicial = 1000 = 1000 — 1 =100 7

Observe que duplicarse equivale a aumentar 100 %.
3. (En qué porcentaje aumenté el precio de transmilenio del ano 2000 al ano 20167

4. Complete la siguiente tabla:

y periodo | del 2000 al 2002 | del 2014 al 2016
variacion de precio
variacion porcentual del precio

Solucién: Observe la diferencia. En ambos casos el precio subié 200 pesos, sin embargo, del 2000 al 2002
subié en un 25 % y del 2014 al 2016 subié en un 11 % aproximadamente.

Ejemplo: En cierta ciudad, las precipitaciones en noviembre fueron de 17 ¢/ m2, mientras que en diciembre fueron
de 14.6 ¢/ m®. LEn qué porcentaje disminuyeron las precipitaciones entre noviembre y diciembre?

cambio  final — inicial _ 14.6 — 17 _ 727.4 ~ —0.141176 — —14.1176 %

inicial inicial 17 1
El signo menos indica que se trata de una disminucién. Se concluye asi: De noviembre a diciembre, las precipi-
taciones disminuyeron en 14 % aproximadamente.

Ejercicio 9: El consumo de agua de Estefania en el periodo junio-julio fue de 8m?® y de 6 m® en el periodo
agosto-septiembre. ; En que porcentaje disminuyé su consumo?

Solucién: cambio en el consumo _ % = %2 = —0.25 = —25%. El signo indica que se trata de una reduccién.

. consumo inicial )
El consumo disminuy6 en un 25 %. Observe esto de manera gréfica:

| | | | | | | ‘ ‘ 2 es el 25% de 8

Ejercicio 10: En el ano 2010 se reportaron 131447 matrimonios civiles en Colombia. Dos anos después, en el
2012, la cifra fue de 38073. ; En qué porcentaje disminuyé el nimero de matrimonios en el pais?
(fuente: http://www.eltiempo.com/archivo/documento/CMS-12587116)

Ejercicio 11: Hoy en dia, el promedio de hijos por mujer en Colombia es 2.1. Hace sélo 50 anos era de 7 hijos
por mujer. ;En qué porcentaje ha bajado el nimero promedio de hijos por mujer?

(fuente: http://www.colombia.com/vida-sana/salud/sdi/97332/numero-de-hijos-por-mujer-

disminuyo-72-en-los-ultimos-50-anos)

cambio _ final—inicial _ 2.1-7 _ —4.9 _ _
inicial -7 7 0.7=-70%

Solucién: cambio porcentual = 585+ =
inicial

En los tltimos 50 anos, el promedio de hijos por mujer en Colombia, disminuyé en un 70 %.
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3.3. Momento 3: Ecuaciones (operaciones que mantienen la igualdad)

Durante el primer corte trabajamos el concepto de ecuacién y el concepto de igualdad. De aqui en adelante
empezaremos a solucionar ecuaciones. Es muy importante haber desarrollado la habilidad de verificar si algo es o
no solucién, pues esto nos da la posibilidad de verificar nuestros resultados y adquirir seguridad. En esta seccién
comenzaremos con la comprensién de las operaciones que mantienen la igualdad, atin sin solucionar las ecuaciones.

Operaciones que mantienen la igualdad

Suponga que lo que Graciela gasté en su almuerzo es lo mismo que lo que gastd el marido en transporte.
costo almuerzo de Graciela = costo transporte del marido

Si Graciela hubiera gastado $3000 pesos més en el almuerzo y el marido hubiera gastado $3000 méas en el
transporte, nuevamente los gastos serian iguales.

costo almuerzo de Graciela + $3000 = costo transporte del marido + $3000

Conclusién: Sumar o restar el mismo valor a ambos lados de la igualdad, mantiene la igualdad!
Ejemplo 1: Si 5t — 8 = t? — t + 10, entonces, si restamos 8 a ambos lados, obtenemos 5t — 16 = 2 — ¢ + 2.
— 42
78C 5t —8=1t*—1t+10 778
5t —8—-8=1t2—t+10-8
5t— 16 =1t>—t +2

s decir, bt—8 =t*—t+ —16 = t*—t+2 son equivalentes (y por lo tanto, tienen las mismas soluciones).

Es decir, 5t—8 =t?—t+10 y 5t—16 = t>—t+2 ivalentes (y por lo tanto, ti las mi luciones)

Suponga de nuevo que lo que Graciela gasté en su almuerzo es lo mismo que lo que gasté el marido en transporte.
costo almuerzo de Graciela = costo transporte del marido

Si Graciela hubiera gastado el triple de lo que gasté en el almuerzo y el marido hubiera gastado el triple de lo
que gastd en el transporte, nuevamente los gastos serian iguales.

3 x (costo almuerzo de Graciela) = 3 x (costo transporte del marido)

Conclusién: Multiplicar o dividir por el mismo valor ambos lados de la igualdad, mantiene la
igualdad!

Ejemplo 2: Si 7r3 = 2hd + 9, entonces, si multiplicamos ambos lados por 5, obtenemos 351> = 10hd + 45.
7r3 =2hd +9
L O
5x (7r3) =5 x (2hd + 9)
35r3 = 10hd + 45 distribuir

Es decir, 7r® = 2hd+9 y 3573 = 10hd +45 son equivalentes (y por lo tanto, tienen las mismas soluciones).

Ejercicio 12: Considere la ecuacién 5 = 4x — 17. En cada caso, realice la operacién indicada a ambos lados de
la igualdad.

(a) Reste 3 (b) Multiplique por —2 (¢) Sume 17

(d) Reste 17 (e) Divida entre 4 (f) Sume 2r
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Solucion:

(a) Reste 3 a ambos lados:

2=4z—-20

(b) Mulitiplique por -2 ambos lados:

(¢) Sume 17 a ambos lados:

5=dx —17 5=dx — 17 5=dx — 17
(5) —3 = (42 — 17) — 3 —2x (5) = -2 x (4o — 17) (5) + 17 = (42 — 17) + 17
5—3=4x—17—3 —10 = —8z + 34 22 = 4z

(d) Reste 17 a ambos lados:

(e) Divida entre 4 ambos lados:

(f) Sume 2z a ambos lados:

5—dg — 17 5—dr— 17 5—dg— 17

(5) = 17 = (42 — 17) — 17 5 dr—17 5420 — 4z — 17+ 2

5—17 =4z — 17— 17 4 4 5+ 22 = 62 — 17
—12 =4x — 34

4.

Este ejercicio nos permite reforzar varias ideas:
= Lo que se hace a un lado se debe hacer al otro.

= La operacién que se haga se le debe hacer a todo el lado izquierdo y a todo el lado derecho (no sélo a un
pedacito)! Por ejemplo,

e Al dividir entre 4 no se divide sélo el pedacito 4z, sino que se divide todo el 4x — 17. Ahora recuerde que
hay expresiones que no se simplifican: en “T_” no se simplifican los 4’s!

TIPICO ERROR
5 =4z — 17
_ 4x—17

5

1= "1 cancelar
> los 4’s

g =x—17

e La distribucién juega un rol importante en la manipulacién de ecuaciones. Al multiplicar por —2 el lado
derecho, obtuvimos —2(4x — 17), que luego de distribuir reescribimos como —8xz + 34.

» Hay operaciones vélidas y ttiles (en el sentido de que simplifican la ecuacién) y hay otras vélidas pero inutiles

(pues no simplifican la ecuacién). Entre las indtiles hay unas que dejan a la ecuacién igual de compleja y
otras que la complican aiin mas.

Semana 7 - Sesion 2

4.1. Momento 1: Ecuaciones (solucionar ecuaciones tipo ax =by a+z=b,conay b

enteros o decimales)

“Solucionar la ecuacion 3h = 30” quiere decir “Encontrar los valores de h que satisfacen la ecuacién”. Por

ejemplo, h = 3 no es solucién de la ecuacién pues a un lado se obtiene 9 y al otro 30 (no son iguales). Sin embargo,
este es un caso sencillo, pues necesitamos un valor que al ser multiplicado por 3 nos dé 30: ese valor es 10! Este
método de ensayo y error (o encontrar la solucién “a 0jo”) sélo nos permite solucionar ecuaciones muy sencillas.

En general, debemos aplicar operaciones que mantienen la igualdad, para eventualmente lograr despejar la

variable y asf solucionar la ecuacién. Comenzaremos con ecuaciones sencillas (que se pueden solucionar en un solo
paso) y semana a semana iremos trabajando con ecuaciones cada vez mds complicadas.
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Solucionar ecuaciones del estilo ax = b (con a y b enteros)

Ejemplo: Para solucionar la ecuacién 5r = 34 debemos realizar alguna operacién que mantenga la igualdad y
que nos permita despejar la r. Ensayemos algunas:

reste 5 a ambos lados

5r = 34
5r —5=34-5
5r —5 =29

Se complico...

sume 5 a ambos lados

or =34
or+5=34+5
or +5=39

Se complico...

multiplique por 5

5r = 34
5(5r) = 5(34)
25r =170

Ni se complicd

ni se simplificé.

divida entre 5

or = 34
Sr_ 34
5 75
r— 34

Se simplifico... y
despejamos !

La ecuacién original era “# x r = #”. Al sumar o restar 5 se convirtié en “# x r +# = #”. Al multiplicar por
5 volvié a quedar como “# X r = #”. En cambio al dividir entre 5, se convirtié en “r = #”. Sélo en este ultimo

caso se simplificé.

Pero en general no necesitamos ensayar distintas operaciones y esperar a tener suerte.
Nos hacemos las siguientes preguntas:
iDe qué debemos deshacernos para despejar la r? Del 5.
i, Qué le estd haciendo el 5 a la r? La estd multiplicando.
i, Cémo deshacemos multiplicar por 5?7 Dividiendo entre 5.

Asi, la solucion de 5r =34 es r = 3—; (que es r = 6.8). Para verificar, sustituya en la ecuacién original:

lado derecho = 34

lado izquierdo =5 x 6.8 =

34y

Ejercicio 13: Solucione las siguientes ecuaciones (es decir, encuentre los valores de ¢ que son solucién a la
ecuacién). Para eso: despeje la t.

(1) 5t =450

(2)

Solucion a los dos primeros:

(1) +5<5t=
5t

5
t =

Verifiquemos:

450

450
5

90

=5

lado izq = 5 x 90 = 450

lado der = 450

D

iguales!

lado izq = 38 iguales!
lado der = 71 x @

Solucionar ecuaciones del estilo a + z = b (con a y b enteros)

Ejemplo: Para solucionar la ecuacién 6 + z = —11, nos preguntamos:

(De qué debemos deshacernos para despejar la x? Del 6. ;Qué le estd haciendo el 6 a la 7 Sumando (pues es
2 més 6). ;Cémo deshacemos sumar 6? Restando 6.

Asi obtenemos

64+x=-11 —

Verificamos: lado izquierdo = 6 + (—=17) =6 — 17 = —11

6+z)—6=(-11)—6 — 6+z—6=—11-6 —

lado derecho = —11

(3) 71=38t

38 =71t
2) 38 = 71t
38 _ 7t
71 71
88—t — -t~ 0.535211...
Verifiquemos:

r=-17



Ejercicio 14: Solucione las siguientes ecuaciones (es decir, encuentre los valores de la variable que son solucién
a la ecuacién). Para eso: despeje la variable. En cada caso aclare qué operacion realiza a ambos lados de la igualdad.

(1) y+13=57 (2) —38="T1+t
Solucion:
1 13 =57
1) ~13 vt 5 ~13
y+13 —-13=57—-13
y =44
Verifique:

lado izq = 44 + @
lado der = 57 iguales!

3) -5+w="7 (4) h—22=28
(2) —38=T1+t
- —38—71:71+tD -
—109 =t

Verifique:

lado izq = —38

lado der = 71 4+ (—109) = 71 — 109 = —38
iguales!

(3) —S+w="7
+5 +5
(—5+w+5:7+>

w =12
Verifique:

lado izq = —5 —l—D
lado der =7 iguales!

(4) h—22=28
+22 +22
qm +22=38 +p

h =30
Verifique:

lado izq = 30 — B
lado der = 8 iguales!

Ejercicio 15: Encierre en un circulo la respuesta correcta.

Para solucionar la ecuacién 3 = 15 debemos:

1. sumar 3 a ambos lados de la ecuacién
2. restar 3 a ambos lados de la ecuacién
3. multiplicar por 3 ambos lados de la ecuacién

4. dividir entre 3 a ambos lados de la ecuacién

Ejercicio 16 (opcional): Solucione las ecuaciones y verifique:

(la) fx7="77 (1b) 913.55r = 0.4
(2a) f—T7="77 (2b) 913.55 47 = 0.4
(3a) f=7="77 (3b) gries = 0.4

Ejercicio 17:

1. ;Para qué valores de = el denominador de la expresion

2—-t

2. ;Para qué valores de ¢ la expresion =7

(1c) — 56 = 56
(2¢) —56 =z+ 56
(3c) —56= =

3+ : 2
—% es igual a 07

no esté definida?



sHacia dénde vamos? Uno de los objetivos mds importantes de este curso es que usted pueda enfrentarse a
un problema de la vida real (un problema en contexto) y solucionarlo. Para esto necesitard determinar las variables,
plantear una ecuacion, solucionar la ecuacion, y finalmente interpretar el resultado haciendo alusion al contexto.
Este proceso lo iremos desarrollando paso a paso. Por ahora, se le da el problema en contexto, se le da la ecuacion
asociada y su labor es (1) comprender como se relaciona esa ecuacion con ese contexto, (2) solucionarla y (3)
interpretar la solucion.

Ejemplo: Hace 17 anos Angel tenfa 49 anos, jcuantos anos tiene hoy?

Normalmente para solucionar un problema de este tipo se plantea una ecuacién. Mas adelante aprenderemos a
plantear ecuaciones. Por ahora entendamos la ecuacién y solucionémosla.

La pregunta “;Cuédntos anos tiene Angel hoy?” es la pista para escoger la variable. La variable sera la edad
de Angel hoy. Llamémosla a. Si la edad de Angel hoy es a, entonces la edad de Angel hace 17 anos es a — 17. Y
sabemos también que la edad de Angel hace 17 anos era 49. Por lo tanto, la ecuacién que se plantea a partir del

contexto es
a—17=49

Solucionamos esta ecuacién sumando 17 a ambos lados de la ecuacion
a—17=49 — a=49+17 — a =66

Una vez solucionamos la ecuacion, debemos volver al contexto e interpretar la solucion. Como a era la edad de
Angel hoy, concluimos: Hoy en dia, Angel tiene 66 afios.

Problema en contexto

Solucién al problema

Hace 17 anos Angel tenia 49 anos.

/. Cuéntos tiene hoy? Angel tiene 66 afios.

a—17=19 % a =66
donde a es la edad de Angel hoy ecuacion

Ejercicio 18: Hace 3 anos Ismael ganaba $6 300 000, el doble de lo que ahora. §Cudnto gana Ismael hoy en dia?

La pregunta nos indica que la variable a tomar es lo que Ismael gana hoy en dia. Llamémosla ¢. Por un lado
sabemos que hace 3 anos ganaba $6 300 000. Por el otro, sabemos que hace 3 anos ganaba el doble de lo que gana
ahora, es decir, 2 X i. Asi, la ecuacién es 6 300000 = 2i. Soluciénela e interprete el resultado.

Ejercicio 19: Durante las vacaciones Ménica aumenté de peso (aumenté 3.7kg). Luego de las vacaciones,
lleg6 pesando 62.1kg. ; Cudnto pesaba Monica antes de las vacaciones?

Basandonos en la pregunta, tomemos m como el peso de Monica antes de irse de vacaciones. Por un lado,
sabemos que al volver pesaba 62.1kg. Por el otro, sabemos que, al volver pesaba 3.7 kg mas de lo que pesaba antes,
es decir, m + 3.7. Asi, la ecuacién que obtenemos es m + 3.7 = 62.1. Soluciénela e interprete el resultado.

4.2. Momento 2: Polinomios (Distribuir (a 4+ b)(c £+ d); multiplicar polinomios; elevar
un polinomio a una potencia entera)

Hemos trabajado la definiciéon de polinomio junto con las operaciones de monomios y las operaciones de suma

y resta de polinomios. Se trabajé también la distribucién en el caso a(b + ¢) = ab £ ac y la multiplicacién de

un polinomio por monomio. En esta sesién trabajaremos el caso mds general de distribucién (a + b)(c + d) =
ac + ad + bc 4 bd, y aprenderemos asi a multiplicar polinomios.
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Ejemplo: ;Cémo calcular el area del siguiente rectangulo?

a b “—at+tb—>»
Forma 1 ?
c ~=
Jr
Q
i |
& irea = (a + b)(c + d)
%, drea = (a c
2
a b
c ac be
Conclusion:
Q d ad bd

(a+b&d):ac+ad+bc+bd drea = ac + ad + be + bd

Ejercicio 20 (opcional): Distribuya y compruebe la igualdad
(24+4)(3-5) =

Solucion: Al distribuir se obtiene (2+4)(3—5)=2-3—-2-5+4-3—-4-5

Por un lado, (24+4)(3—-5)=6-(—2) = —12

Porelotro2-3—2-54+4-3—4-5=6—-104+12—-20=18-30=—12

Efectivamente, ambos lados son iguales!

Ejemplo: Realice la operacién teniendo en cuenta las propiedades de exponentes ya estudiadas y simplifique:
(4w? — 9w)(2w? — 6w?).

(4w?)(—6w?)

(4w?)(2w?)

AN

(4w? — 9w)(2w? — 6w?) = Sw* — 24w’ — 18w + 5dw* = —24w® + 62w? — 18w>
(~9w)(2u?)
(—9w)(—6w?)
Se obtiene un polinomio de grado 5 con coeficiente principal —24.

Ejercicio 21: Sean P y @ dos polinomios: P = 2% +2 y Q = 22 + x.
Escriba el polinomio que resulta de calcular P - Q.

Ejercicio 22: Realice la siguiente multiplicaciéon de polinomios. Simplifique y organice el resultado final.
(r* —6r +1)(5r2 +2r — 8) =

(solucién: 5r% + 215 — 8t — 3013 — 7r2 + 50r — 8)
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Ejercicio 23: Realice las siguientes multiplicaciones y defina el grado de cada producto.
1. (6t —8)(t*+7t—3) =

2. (5y —y*)(5+2y%) =

3. (4— 3z +52?)(2— 2 —102?%) =

Ejercicio 24: Realice la multiplicacién y simplifique.
(ab — b3) (a3 — ab) =

Ejercicio 25: Sea A = 3h? —2h, B = %h + 7y C = h? — h. Realice las siguientes operaciones y simplifique los
polinomios obtenidos:

1. A-B=
2.A.-B-C=
3.2.A-B+C=
4. A+ B-C=
5. 6B —5C =

Ejemplo: Realice la operacién y simplifique (z — 4)3.

Solucion:

(x—4P =(x—4)(zr—4)(x —4) = (2 — 4o —da + 16)(x — 4) = (2° — 8z + 16)(z — 4) =

=2 — 42 — 827 + 322 + 162 — 64 = 2 — 122% + 48z — 64
IMPORTANTE: Asf como (a-b)™ = a™ - b™, eso no es cierto para la sumal
(a+b)" #ad" +b"
Observe que (x —4)3 # x% — 64
Ejercicio 26: Realice las siguientes operaciones y simplifique.
Lo (rt® +3t)° =
2. (ab® + ab— a®b)? =
Ejercicio 27: Tome a =3, b=4y n =2y verifique que (a + b)" # a™ + b™.

4.3. Momento 3: Expresiones algebraicas (plantear expresiones a partir de un con-
texto, una variable (dada) y una operacién)

La semana anterior aprendimos a usar tablas numéricas para analizar relaciones entre variables. Utilice esa
herramienta ya sea para comenzar a trabajar o para verificar su trabajo.

Ejercicio 28: Si Diana tiene d anos, jcudntos anos tendrd Diana dentro de 6 anos? Exprese su respuesta en
términos de d.
Nota: recuerde que tomar algunos casos numéricos y descubrir el patrén puede ayudarle.

Ejercicio 29: Javier tiene j anos. Su prima Rocio nacid tres afios antes que él. ;Cudntos anos tiene Rocio?
Exprese su respuesta en términos de j.
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Ejercicio 30: Se repartieron cuatro pizzas (de manera equitativa) entre las n personas que vinieron al encuen-
tro. Si a cada persona se le dio la misma cantidad de pizza y no sobré pizza, jcuanta pizza se le dio cada uno? Su

respuesta debe ser una expresion algebraica en términos de n.

Solucion: Cuatro pizzas se dividen entre el nimero de personas.

nimero de personas 1 2 4 8 16 7 n
i - 1 _ 4 _ i _T 174 _T1 ES £l
porcioén por persona || =4 | 5=2 | ;=1 s =3 | =1 = -

Cuando asisten n personas al encuentro, a cada una le corresponde % de pizza (cuatro n-avos de pizza).

Ejercicio 31: Sail y Katherine trabajan en un call center. Semanalmente Satl atiende S llamadas. Katherine
atiende seis séptimas partes de las llamadas que atiende Sail. ;Cuantas llamadas atiende Katherine? Su respuesta

debe ser una expresién algebraica en términos de S.

as llamadas que atiende Saul

Katherine atiende(seis séptimas partes

6
7 X S

Katherine atiende ¢S llamadas (que es equivalente a g)
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5. Semana 8 - Sesion 1

5.1. Momento 1: Ecuaciones (tipo ax =by a+x = b, con a y b enteros, decimales o
racionales; ecuaciones que se reducen a axr = by a+x = b; ecuaciones en contexto
de ese mismo tipo)

Ejercicio 1: Solucione las siguientes ecuaciones:

(a) 3.4z =5.5 (b) 2+t =5.67 (c) =Ly (d) 2=-6+r
Solucion:
4r =55 +t=5
= -2
34@ 57) w3 Q» -2
34 t=3.67
~ 1.6176
4 3 6
F= 047 2 11 .
4 2
—+6=r l:y
5 i
4.3, 3x11
R 2x6 7
34
i 1=y

Ejercicio 2: Solucione la ecuacién % = 7. Solucion: Haga este ejercicio de dos maneras teniendo en cuenta que

h - 1
= esigual a $h.

—h="7
. 5 .
h:T
i Verifique:
h=1 =1V
5
h =35
6

Ejemplo: Retomemos una de las ecuaciones anteriores (

Solucion:

=11y
xllC D x11
5 x 11 =6y
:6(



Ejercicio 3: Solucione la ecuacion —27 = 5¢ — 12t — 2+ 8t. Nota: Comience por simplificar cada lado al méximo.

Solucion: Comience por simplificar el lado derecho de la ecuacion. Una vez ya reducimos la ecuacion a —27 =
t — 2, podemos sumar 2 a ambos lados y obtenemos —25 = t. Para saber si lo hicimos bien, verifiquemos: rempla-
zamos las t’s por —25 y obtenemos —27 en el lado derecho también.

Ejercicio 4: Solucione la ecuacién (z + 8)? + 10z — 22 — 64 = 13.

Solucién: Comience por expandir el lado izquierdo: (x + 8)? = x? + 8 + 8z + 64 = 22 + 161 + 64
La ecuacion se convierte entonces en

2% 4 167 + 64 + 10z — 2° — 64 = 13
Ahora simplifique el lado izquierdo hasta obtener: 26x = 13. Finalmente solucione. Obtiene x = % = 0.5 y verifique.
Ejercicio 5: Solucione la ecuacién ¢? + 3(1 — q) — (¢ — 1) +2¢ = 1%‘1 + 1.
Solucion:
P +3(1—q) —(g—1)+2¢="2+1
P+3-3¢—(?—2¢+1)+2¢q=17+1
P+3-3¢—¢*>+2¢—1+2¢=18

q=18
G E
q=16
Verifique que ¢ = 16 es solucién:

lado izq. = 16% + 3(1 — 16) — (16 — 1)? 4 2(16) = 18
lado der. = 12X10 + 1 =18

Ejercicio 6: La empresa de asesoria Ases sdlo tiene contratos con 30 empresas hoy en dia. Esto es cinco octavas
partes de las empresas que asesoraba en su mejor momento. ;Cudntas empresas asesoraba en su mejor momento?
Llamemos e al nimero de empresas que Ases asesoraba en su mejor momento. Hoy en dia, asesora cinco octavas

partes de las empresas que asesoraba, es decir, g X e. Asi, la ecuacion es %e = 30.

1. Asegirese de que entiende cémo se llegd a la ecuacién a partir del texto.

2. Soluciénela e interprete el resultado.

forma 1: 26:30 5 Be=240 — e:%ﬁ
30

forma 2: %e:?,() 5 oe=-%+ - eZQiLTo
8

5.2. Momento 2: Porcentajes (problemas tipo “;Cudl es el 14% de 3557”)

Porcentajes

En semanas anteriores trabajamos el concepto de porcentaje; el paso de porcentaje a decimal o fracciéon y vi-
ceversa; problemas de porcentajes en contexto del estilo “;Qué porcentaje de 88 es 317”; y problemas en contexto
en los que debiamos calcular un aumento o una disminucién porcentual. Esta semana trabajaremos problemas del

estilo “;Cudnto es el 5% de 1377

Ejemplo 1: “En una reunién hay 30 personas. Las dos quintas partes de los asistentes son hombres. ;Cuantos
hombres hay en la reunién?” Este tipo de problema se trabajé en el primer corte.

dos quintas partes @\

2 2 __ 2x30 __ _
£ x 30 Ex30=2=2x6=12

En la reunién hay 12 hombres.
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Relacionemos esto con los porcentajes y planteemos el problema nuevamente:

dos quintas paried(Ios asistentes o1 107 os asivtentes)

2 %30 > 40% de 30
? 0.40 x 30

12
2=0.4=040 = 40%

“En una reunién hay 30 personas. El 40 % de los asistentes son hombres. ; Cuédntos hombres hay en la reunién?”
Ejemplo 2: En una cierta cuidad viven 4000 personas. El 21 % son menores de edad. ;Cudntas personas en esa

ciudad son menores de edad?
21 % de los habitantes

0.21 x 4000
Y como 0.21 x 4000 = 840, concluimos que en esa ciudad hay 840 menores de edad.
Ejercicio 7: Tenia 87 gr de jengibre y ayer gasté el 70 %. ;Cudntos gramos gasté? ; Cudnto sobré?

Solucién: Gasté el 70 % del jengibre = 70 % de 87 gr = 0.70 x 87 gr = 60.9 gr.
Lo que sobré puede calcularse haciendo

lo que habia — lo que gasté = 87 gr — 60.9gr = 26.1 gr
o puede hacerse asi:
Si gasté el 70 % de lo que tenfa, entonces sobré el 30 % de lo que tenia. Asf,

sobré el 30 % del jengibre = 30 % de87 = 0.30 x 87 ¢gr = 26.1 gr

100% 87 gr
todo el jengibre todo el jengibre
—_— AN —_— AN
S N — 7
lo que gasté lo que sobro lo que gasté lo que sobré
70% 30% 60.9 gr 26.1 gr

Ejercicio 8: En el Estudio nacional de consumo de sustancias psicoactivas en Colombia, del 2013, fueron
encuestadas 32 605 personas entre los 12 y los 65 afios, de los cuales, el 42.1 % ha fumado alguna vez en la vida. El
51.5% de los encuestados fueron mujeres, y el 31.2% de ellas dijo haber fumado alguna vez en la vida.

(fuente: https://www.unodc.org/documents/colombia/2014/Julio/Estudio_de_Consumo_UNODC.pdf)

1. ;Cuantos de los encuestados han fumado alguna vez en la vida?
2. ;Cuantas de las mujeres encuestadas han fumado alguna vez en la vida?

3. {Qué porcentaje de los encuestados son mujeres que han fumado alguna vez en su vida?
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Ejercicio 9: Una camisa costaba $47 500 originalmente, pero tiene un descuento del 8 %. {De cudnto es el descuento?
Solucidn: Descuento: 0.08 x $47 500 = $3 800.

Ejercicio 10: En un pais A, el 95% de las fabricas no cumplen con los requisitos del ministerio del medio
ambiente para evitar la contaminacién, mientras que en un pais B sélo el 7% no cumple. ;Qué pais tiene més
fabricas contaminantes?

Solucion: Depende! Depende de cudntas fabricas haya en cada pais. Observe estos dos casos:

Caso 1: Suponga que en el pais A hay 300 fdbricas, entonces 285 contaminan el medio ambiente. Y suponga
que en el pais B hay 400 fdbricas, entonces 28 fdbricas contaminan.

Caso 2: Suponga que en el pais A hay 20 fdbricas, entonces 19 contaminan el medio ambiente. Y suponga que
en el pais B hay 5000 fdbricas, entonces 350 fdbricas contaminan.

En el caso 1 habria mds fabricas contaminantes en A y en el caso 2 habria mds fdbricas contaminantes en B.

5.3. Momento 3: Niumeros reales (Exponentes negativos y Notacién cientifica)

Al efectuar operaciones de monomios y polinomios hemos estado utilizando algunas propiedades de los expo-
nentes. Por ejemplo,

s Al elevar un monomio a una potencia entera, (3x2)3 = (3)3 (3:2)3 = 272%, utilizamos dos propiedades:
[(a-b)"=a™-b" |y [(@)" =a"™ |

» Al multiplicar un monomio por un polinomio, 8y*(y®—2) = 8y”—16y*, utilizamos la propiedad’ a™ - g™ = g"tm ‘

(que se cumple cuando ambos términos tienen la misma base).

En la propiedad (a -b)" = a™ - b™ distribuimos el exponente sobre la multiplicacién.
i Podremos hacer lo mismo con la divisiéon? Si! Observe:

4 4

(E>4—gxgxgxg—7axaxaxa—a—esdecir (9)4—&
b/ b b b b bxbxbxb bt ’ b) bt

a\™ a”
En general, (7> =— |

b bn
En la propiedad a™ - a™ = a™*™ dejamos la misma base y sumamos los exponentes.
(Qué se hace al dividir términos con misma base y distinto exponente? Observe:

27T 2X2x2x2X2x2xX2 2xX2xX2x2 _, 20 2T .
23 = 5 %2 % 9 = 1 =2 es decir, 2—3:2 02—3:2
En general, L am "
an
Teniendo en cuenta esta tltima propiedad, calculemos j—z = 4%27% = 473, ;Qué quiere decir 473? ;Cémo

funcionan los exponentes negativos? Retomemos el ejemplo y hagdmoslo de otra forma:

42 4 x4 1 1

45 Axdxdxdxd Adxdx4 43

Asi, definimos 473 como PR

En general, | ¢ " = — |

. 4 .’ . .
Ahora considere el caso 2—4 Por un lado, sabemos que una fraccién con mismo numerador y denominador es 1:

g—j = 1. Por el otro lado, usando la propiedad, obtenemos g—j =544 =50,

En general, .

Comprendamos estas dos propiedades de una forma distinta:

25



Hasta ahora sélo habiamos trabajado con exponentes enteros positivos. Usemos lo que ya sabiamos y analicemos

el siguiente patrén. Observe:

24 =16
23 =8

22 =4

21 =2
20 =
271 =
272

273 =,

24:162+2
3 _
=3 D+2
22 =4
D+2

1 _

o1 D
272

278 —

24 =16
23 =38
22 =4
2l =2
20 =1
27l =1=
272=1=
23 =1=

ol e B

De igual manera, concluimos que a’=1 y a7 =L .

1771 % 175
Ejemplo: Simplifique in;_ﬁ hasta que lo pueda expresar como 178lgo y luego verifique usando la calcu-
ladora.
IS VR Ve Ve 1
on: A = = = 17759 = 17765 = 1771 = — x0.
Solucion: A mano, 17X 17=6 o — 175 7 7 7 7 0.0588

Con la calculadora: (17 A (—11) x 17A5) = (17 x 17 A (—6)) =
Ejercicio 11: Calcule sin usar la calculadora. Escriba el resultado como entero o racional.
(a) 2° = (b) 27° = (c) 6° =

(d) 3% = (e) 772 =

Ejercicio 12: Ubiquemos en la recta numérica los valores 22, 2!, 20 271 2-2 9273

Solucion:
0
272
2—3

Ejercicio 13: Realice las siguientes operaciones a mano y luego utilice la calculadora para verificar:

2 3 4

* .
2

1

—1

Py
@

[N}
O—Dﬂ —

N — e

Observe: Todos esos valores son positivos!

43 25 x 23
-2, 93 _ _ _
(a) 379 x3° = (b)p— (C)W—
10-7 (32)" x 374
d) {55707 = (€) —5= — =
512-9
Ejercicio 14: Calcule 1592 a mano y en la calculadora.

Nota: Es importante tener en cuenta la importancia de usar paréntesis y respetar el orden de operaciones.

= En la calculadora: ff% =5A(12-9)+(14+2A—-2)=100
5129 5 125 125 125 45 195x4  25x4

» A mano: — = — = =TT = = = XE O XE 00
14272 1+27 1+Z 1t 1 e 1 1x5 1



Ejercicio 15: Simplifique las siguientes expresiones a su minima expresion:

2r5 . 512 a® x at o 5ax?
() Sy = (b) L5 = () &= @) — =

Notacion exponencial en base 10 y notacién cientifica.

Usando la propiedad a™" = ,%m obtenemos que 1074 = # = m. En sesiones anteriores hemos trabajado la

multiplicacién y la divisién por potencias de 10. Asi,

, 1 1 45
45x1073 =45 x — =45 x —— = —— = 0.04
5 x 10 5 X 108 5 X 1000 1000 0.045

Es decir, 45 x 1072 = 0.045 (corriendo el punto decimal del 45 tres veces a la izquierda).
De igual manera,

607 x 1072 = 6.07 0.5x 1073 =0.0006 1.23 x 1072 = 0.0123

Ejercicio 16: Es muy importante aprender a leer este tipo de resultados en la calculadoral

1. Use su calculadora para calcular 7 < 108, ; Qué obtiene?

Solucion: Obtiene 7 x 107 (aunque la calculadora no lo escribe exactamente asi).

2. Ahora escriba en la calculadora 90 000 x 300 000. ; Qué obtiene?
Solucion: Obtiene 2.7 x 1019,

90000 x 300000 = 27000000 000 = 2.7 x 10'°

Ejercicio 17: Calcule sin usar la calculadora (luego verifique)

(a) 6.23 x 10% = (b) 6.23 x 1073 =

(c) 54 x 10° = (d) 54 x 107> =

Ejercicio 18: Complete el exponente.

(a) 67000 = 67 x 10V (b) 67000 = 6.7 x 10V (¢) 67000 = 670 x 10V

(d) 0.000025 = 25 x 10V (e) 0.000025 = 2.5 x 107 (f) 0.000025 = 2500 x 107

La notacién cientifica es ampliamente utilizada en ciencias que manejan cantidades muy grandes (como la as-
tronomia) o muy pequeiias (como la quimica). Utilizando la notacién exponencial en base 10 pueden expresarse
facilmente estos valores, permitiendo de manera sencilla compararlos y hacer operaciones con ellos.

Ejemplo: Suponga que queremos realizar cdlculos con la distancia de la Tierra al Sol (que es 149 597 870 700 m).

Es muy incémodo trabajar con ese numero. Incluso es dificil leerlo!
Ciento-cuarenta-y-nueve-mil-quinientos-noventa-y-siente-millones-ochocientos-setenta-mil-setecientos

Podemos aproximarlo a 150 000 000 000 m. Leerlo es bastante mas ficil: Ciento-cincuenta-mil-millones. Pero si-
gue siendo tedioso tener que escribir tantos ceros.

Para evitar eso se usa la notacién exponencial en base 10.
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150 000 000000 m = 150 x 10° o
150000000000m = 15 x 10'° o

150000000 000m = 1.5 x 10!

Esta 1ltima opcion estd escrita en notacion cientifica: pues el nimero que estd multiplicando a la potencia de
10 es un nimero entre 1 y 10. Definamos esto con més precisién.

Un ntimero a x 10" estd en notacién cientifica si a estd entre 1 y 10 (incluyendo el 1 y sin incluir el 10) y n es
un entero cualquiera. Es decir,

a x 10" estd en notacion cientifica si 1 < a < 10 y mnes entero

Ejercicio 19: ;Cuéles de los siguientes nimeros estan escritos en notacién cientifica? Marque con un circulo.
(a) 3.11 x 1074 (b) 7 x 10120 (c) 10 x 103 (d) 19.3 x 10718 (e) 10°
Solucién: (a), (b) y (e) pues 10° = 1 x 10°

Ejercicio 20: Considere lo nimeros dados en notacién cientifica y escribalos en notacién esténdar (sin notacién
exponencial).

(a) 4.076 x 108 = (b) 9.99 x 1073 =

Ejercicio 21: Escriba las siguientes cantidades en notacion cientifica.
= masa de un protén: 0.000 000 000 000 000 000 000 000 001 67 kg = (solucion: 1,67 x 10727)
= El volumen de la tierra: 1083210000 000 km?®

(solucion: Valor exacto: 1.08321 x 10'2km® Valores aprozimados: 1.1 x 102 km?® 0 1.08 x 10" km® 0 1.083 x
102 km?® etc)

» Poblacién mundial comenzando el 2017: 7486 589 916 habitantes (aproxime su resultado a un decimal)
(solucién: 7.5 x 10° habitantes)

Nota: Digite el niimero 1083210000000 en la calculadora y luego presione “=". ; Qué sucedié? Cuando el niimero
es tan largo que no cabe en la pantalla, la calculadora lo da en notacién cientifica!

Ejercicio 22: Calcule a mano. Escriba el resultado en notacién cientifica y en notacién estdndar. Luego verifi-
que con la calculadora.

9 x 10% B
2x 103 x3x108

9x10*  3x10? 3x10° 3

lucién: A = = = x100"=15%x10""=0. 15.
Solucion man02><103><3><108 53 10° % 1 % 108 5 % 1011 2>< 0 5 x 10 0.000000 15

En la calculadora: (9 x 10N 4) +(2Xx 10A3Xx3x 10A8) =
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Ejercicio 23: Escriba los valores A, B y C en notacion cientifica y luego calcule
A = 450000000 B =0.0005 C = 0.000002

(todo a mano).

Solucion: A = 450000000 = 4.5 x 10% B =0.0005=5x 10" C =0.000002 =2 x 107°

A-C  (45x10%) x (2x1079) 9 x 10? 3x 102 3 s s _3
_ _ - =2 %1072 =0.6 x 10°2 = 0.006 = 6 x 10
3B 3% (5 x 10-1) 3x(5x10-1) 5x101 5 x 8

Ejercicio 24: Calcule a mano (2 x 1072)3 + (4 x 1071). Luego verifique con la calculadora.

Solucién: (2 x 1072)3 + (4 x 1071) = @XIODT _ 8x1070 _ 9, 15

Estimar el resultados de una operacién

. ] : 19800 000x0.057 ; :
Ejemplo: Suponga que debe estimar el valor de 5001885 - [n este caso no nos sirve aproximar cada valor

al entero més cercano: como 0.001885 ~ 0, obtendriamos un cero en el denominador (y en mateméticas no se puede
dividir entre cero!).
Usemos entonces la notacion cientifica y luego aproximamos

198 x 107 x5.7x 1072 2% 10" x6x 1072 6 x 10°
1.885 x 103 ~ 2 x 1073 © 1073

=6 x 108 = 600000 000

19800 000x0.057

Asi, concluimos que 3.001855 es aproximadamente 600 millones.

Tomemos la calculadora y calculemos %&22.057 de manera exacta: %{]&gg.om = 598726 790.451

Ejercicio 25: La luz viaja a una velocidad de 299 792 458 m/s. La distancia del Sol a la Tierra es 149 597 870 700 m.
Use notacién cientifica para estimar cudnto tarda la luz del Sol en llegar a la Tierra. Y luego calcule el dato exacto
usando una calculadora.

d
formulas que pueden servir: v = 7 xXt=d t=-—
v

Solucion: Primero aproximemos esos valores y escribamoslos en notacion cientifica:
Velocidad de la luz: 299792458 m/s ~ 300000000 m/s = 3 x 108 m/s
Distancia de la Tierra al Sol: 149597 870 700 m ~ 150 000 000 000 m = 1.5 x 10* m

Asiv=3x108m/sy d= 1.5 x 101 m. Y debemos encontrar t. Usamos entonces la tltima férmula: t = %

1.5x10"m 1.5 10t 2
N T L —05x10%s=500s
3x10°m/s 3  10° 1 T s
149597 870 700 m
fleul to: t = ~ 499.
Cdlculo exacto 299792453 m/s 99.005 s

Nota: Observe como el comportamiento de las unidades también se rige por las propiedades algebraicas

m n m-s
= =8
m

1
m

m/s S

Ejemplo: La masa atémica de un elemento es la cantidad de masa que tiene una mol de ese elemento. La masa
atémica del plomo es 2.072 x 102 gramos. Una mol es 6.023 x 10%® dtomos. ;Cudntos dtomos hay en 320,5kg de
plomo?

Solucion: Escribamos cada uno de esos nimeros con sus unidades y utilicemos las unidades como guia en el
proceso.

2.072 x 10? g/mol 6.023 x 10?3 4tomos/mol 320.5kg = 3.205 x 10° g
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Forma 1: Una mol de plomo equivale a 2.072 x 102 g. Podemos entonces calcular a cudntas moles equivalen

3.205 x 10°
2 105 g: .
32053 1078 S 107 g /mol

Y esto lo multiplicamos por el nimero de 4tomos en una mol:

3.205 x 10° g
2.072 x 102 g/mol

x 6.023 x 10?3 atomos/mol

6.023 x 10?3 4tomos/mol
2.072 x 102 gramos/mol

Forma 2: Para calcular el nimero de atomos por gramo:

6.023 x 1023
En 3.205 x 10° g hay Wilo? atomos/g x 3.205 x 10°g  &tomos,
1 . 6.023 x 1023 x 3.205 x 10° n
e es lo mismo que Atomos.
anees 4 2.072 x 102
6 x 1023 x 3 x 10°
Estimacion: X 5 XX102X =9 x 10%; Célculo en calculadora: ~ 9.316 x 1026 dtomos.

Nota: Observe que el comportamiento de las unidades, que también se rige por las propiedades aritméticas

gramos | . 1 dtomos |
gramos i _ mol mol o atomos/mo _ _mol _ atomos
gramos/mol ~ BLamos 1 gramos/mol ~ BLAMOS — oramg
mol mol

6. Semana 8 - Sesion 2
6.1. Momento 1: Expresiones algebraicas (plantear expresiones a partir de un con-
texto, una o varias variables (dadas) y una o dos operaciones)

Continuamos desarrollando nuestra habilidad para plantear expresiones algebraicas a partir de un contexto
dado. En esta sesion incorporamos las ideas de porcentajes aprendidas en la sesién anterior y trabajamos también
con expresiones mds complejas (que pueden tener més de una operacién y mas de una variable). La herramienta
de recurrir a ejemplos numéricos sigue siendo util.

Ejemplo: Pilar duerme p horas por semana. Su abuela duerme el 86 % de lo que duerme Pilar.

1. Escriba una expresion algebraica para el nimero de horas que duerme la abuela de Pilar.
Solucion:

@ lo que duerme Pilar

0.86 x p

2. Escriba una expresion algebraica para expresar cuantas horas mas duerme Pilar con respecto a su abuela.
Solucion: Para calcular cudntas horas més duerme Pilar con respecto a su abuela, debemos calcular la dife-
rencia. Tomar las horas que duerme Pilar y restarle las horas que duerme su abuela.

Piense en un ejemplo numérico: Si Pilar duerme 50 horas por semana, entonces su abuela duerme 43 horas
semanales (0.86 x 50 = 43). Es decir, Pilar duerme 7 horas méds que su abuela (50 — 43 = 7).

lo que duerme Pilar — lo que duerme la abuela

p — 0.86p

Tenga en cuenta que esa expresién puede simplificarse a 0.14p (como 1 — 0.86 = 0.14, entonces p — 0.86p =
0.14p).
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3. Ricardo duerme 6 horas menos por semana de lo que duerme Pilar. Escriba una expresién algebraica para las
horas semanales que duerme Ricardo.
Solucion: OJO! El error tipico es escribir 6 — p, que es “6 horas menos lo que duerme Pilar”. Sin embargo, la
expresion es “6 horas menos de lo que duerme Pilar”. Piense en un caso numérico. Si Pilar duerme 40 horas
por semana y Ricardo duerme 6 horas menos de lo que duerme Pilar, entonces Ricardo duerme 34 horas. Eso
se calcula haciendo 40 — 6 (no 6 — 40)! Asi, la expresién para las horas semanales que duerme Ricardo es:

p—6
4. German duerme 15 horas menos que el doble de lo que duerme Pilar. Escriba una expresién algebraica para

las horas semanales que duerme German.
Solucién:

15 horas menos que(el doble de lo que duerme Pilar

15 horas menos que German duerme 15 horas menos!
Hay que quitarle 15 horas al doble de lo que duerme Pilar

2p —15
Ejercicio 26: Una persona invirtié A pesos en una cuenta con 5% de interés anual. ;Cuédnto recibié de intereses

un afnio después? (Nota: Ojo! No se estd preguntando cudnto recibié en totall Sélo cudl fue el monto de intereses).
Su respuesta debe ser una expresién algebraica en términos de A.

Ejercicio 27: Dibuje un rectangulo. Asigne una variable a la longitud y otra a la altura. Escriba expresiones
algebraicas para el area y el perimetro del rectangulo.

Ejercicio 28: Ernesto vende cuadernos de pentagramas (de un solo estilo). Producir todos los cuadernos del
mes le cuesta T pesos. El mes pasado Ernesto vendié n cuadernos a P pesos cada uno.

1. Escriba una expresion algebraica que represente los ingresos de Ernesto el mes pasado.
2. Escriba una expresion algebraica que represente las ganancias del mes pasado.
3. Si T fuera lo que le cuesta producir un cuaderno (y no todos), {cémo expresaria las ganancias del mes pasado?

Ejercicio 29: Un tanque rectangular de base cuadrada estd lleno de agua hasta cierta altura (observe la figura).

A | ¢ .

1. Escriba una expresién algebraica para representar el drea de la base del tanque.  (solucién: £2)
2. Escriba una expresién algebraica para representar el volumen de agua en el tanque. (solucién: ¢£2h)

3. Escriba una expresién algebraica para representar el volumen del tanque que queda por llenar.
(solucién: £2(A —h) o (A —(?h)
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Ejercicio 30: En cada caso, cree una expresién algebraica para el area del triangulo y simplifique.

Caso 1: Caso 2:
Y
o}
<> <T>
T
Solucion:  Caso 1: 7basex2altura =Y =3 Caso 2: 32X4% = Gab

Ejercicio 31: Viviana tiene v anos.

1. Pablo tiene un ano menos que el triple de la edad de Viviana. Escriba una expresion algebraica para expresar
la edad de Pablo (en términos de v).
Solucién: 3v — 1

2. Nicolés tiene el triple que un ano menos de la edad de Viviana. Escriba una expresién algebraica para expresar
la edad de Nicolds (en términos de v).
Solucién: 3(v — 1)

3. Mauricio tiene 5 anos mas que el doble de Viviana. Escriba una expresion algebraica para expresar la edad
de Mauricio (en términos de v).
Solucién: 2v + 5

4. En tres anos, Oscar tendrd la mitad de lo que Viviana tiene hoy. Escriba una expresion algebraica para

expresar la edad actual de Oscar (en términos de v).
Solucién: g —

Una forma de trabajar estos problemas de distintos momentos en el tiempo, es una tabla como la que sigue:

hoy en tres anos
edad de Oscar Vamos llendndola paso a paso...
edad de Viviana

hoy en tres anos
= La edad de Viviana hoy, es v:| edad de Oscar
edad de Viviana v
hoy en tres anos
= Dentro de 3 afios Viviana tendrd v + 3:| edad de Oscar
edad de Viviana v v+3
= Dentro de 3 afos Oscar tendra 3 (la mitad de lo que Viviana tiene hoy):
hoy en tres anos
edad de Oscar 5
edad de Viviana v v+ 3
= Hoy, Oscar tiene tres anos menos de lo que tendrd en tres anos:
hoy en tres anos
edad de Oscar 5—3 3
edad de Viviana v v+ 3

Ejercicio 32: Una persona invirtié P pesos en una cuenta con 0.3 % de interés anual. Escriba una expresion alge-
braica para expresar lo que recibié en total un afio después (suponiendo que cerré la cuenta).

Solucion: Al cabo de un ano, los intereses son 0.003 x P. La persona recibe entonces lo que invirtié, P, mds lo
que le dieron de intereses: P + 0.003P que puede reescribirse como 1.003P.
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Ejercicio 33: A un vendedor se le paga un salario fijo de $900 000 mds una comisién del 11 % de las ventas que
realiza. Escriba una expresion algebraica para expresar lo que gana el vendedor (en términos de las ventas V).

Solucién: El 11 % de las ventas es 0.11V. Y en total se gana $900000 méds el 11 % de lo que vende. Asi, gana
900000 + 0.11V

Ejercicio 34: Sofia gana $2 000000 menos que el doble de lo que gana su esposo.

1. Escriba una expresion algebraica para lo que gana Sofia en términos de lo que gana el esposo.

Solucion: Como nos piden la respuesta en términos del salario del esposo, el salario de él serd la variable.
Llamémosla e. El doble del salario de €l es 2e, y 2 millones menos del doble de su salario es 2e — 2000 000.
Ast, el salario de Sofia estd dado por 2e — 2000 000.

2. ;Quién gana mas?

Solucion: Depende! Por ejemplo, si el esposo gana 3 millones, entonces Sofia gana mds (4 millones), pero si
el esposo gana 1.5 millones, entonces Sofia gana menos (1 milldn,).

6.2. Momento 2: Ecuaciones (tipo a + bx = ¢, con a, b y ¢ enteros, decimales o racio-
nales; ecuaciones que se reducen a eso y ecuaciones en contexto)

Ejemplo: Suponga que queremos solucionar la ecuacién 4 + 8x = 16. Para despejar la © debemos deshacernos
del 4 y del 8. Pero, jde cuél nos deshacemos primero? ;Es importante? Observe qué sucede al restar 4 primero y
qué sucede al dividir por 8 primero.

Al restar 4 a ambos lados de la ecuacién... Al dividir entre 8 a ambos lados de la ecuacién...
4+ 8z =16 4+8x =16
(44 8z) —4=(16) — 4 448z 16
No se Q 8 8
4+8r—4=16—14 cancelan
los 8’s 4+8z =9
8xr =12 8
. se simplifica la ecuacidn! ... se complica la ecuacién!

Por lo tanto, comenzamos por restar 4 a ambos lados, y luego si dividimos entre 8 (también a ambos lados).

44 8x =16
8r =12
12
Tr=—
8
r=1.5

Otra forma de justificar por qué primero debemos restar 4 es la metifora de “La media y el zapato”.
Cuando usted se calza un pie, primero se pone la media y luego se pone el zapato. Sin embargo, al descalzarse,
primero debe quitarse el zapato y luego debe quitarse la media. Se invierte el orden!

Acé sucede lo mismo:

Al evaluar la expresiéon 4 + 8r debemos pensar en orden de operaciones. Arrancamos con la z. Primero se
multiplica por 8 y luego se suma 4.

X8 +4

T T T T

T 8x 8r +4
o 4+ 8x
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Al solucionar, buscamos despejar la x. Es decir, buscamos deshacer la expresién. Para deshacer la expresion
debemos primero deshacer lo tltimo que se hizo (deshacer “sumar 4”) y luego deshacer “multiplicar por 8”.

Ejercicio 35: Para solucionar cada ecuacién, jqué debe hacer primero? Encierre su respuesta en un circulo.
1. 6r—3=-17 dividir entre 6 sumar 3 da igual
2. 224+5t=13.5 restar 22 dividir entre 5 da igual

Ejercicio 36: Solucione las ecuaciones del ejercicio anterior.

Ejercicio 37: El recibo del acueducto llegé por $93000. Los costos fijos, por alcantarillado son de $47 700 y
por cada metro ctbico cobran $4 120. ;Cudl fue el consumo de agua? Para solucionar un problema asi planteamos
una ecuacién. Nos preguntan por el consumo de agua, eso nos da una pista para elegir la variable. Sea ¢ el consumo
(la cantidad de metros cibicos consumidos). El costo de los ¢ metros ciibicos es 4120 x ¢ y al pago total hay que
sumarle los costos fijos. Entonces la ecuacion es 47700 + 4 120c = 93 000. Soluciénela e interprete el resultado.

Solucién: 47 700 + 4 120c = 93 000
47 700 + 4 120¢ — 47 700 = 93 000 — 47 700

4 120¢ = 45 300

4 120c 45 300

4120 4120
¢~ 10.995

Se consumieron casi 11m? de agua. Verifiquemos: Si cada metro cibico cuesta $4120, entonces el costo a pagar

por el consumo es de $45320 (11 m> x 4120 %) Y si a eso le sumamos los costos fijos, obtenemos $93 020. No es
exactamente 93000 pues el 11 fue una aprozimacion.

Ejemplo: Solucionemos la ecuacion 3 — 8w = 29 de dos formas distintas.
Forma 1: Forma 2:
3—8w =29 3—8w =29
-3 ( -3 +8w +8w
(-8) 2 D (-8) D a6 s

w =

-8 f8< —26 >+8
2 R
Y=y 26
w=—3.25 g v

—-3.25=w

Ejercicio 38: Solucione la ecuacién —10 = 9 — 7z comenzando de dos formas distintas.

—10=9—7z 10=9-7z
9 ( ) 9 472 ( Tz
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Ejercicio 39: Solucione las siguientes ecuaciones:
71a+0.42 = -85 3=4-2p
Ejercicio 40: Simplifique cada lado de la ecuacién y luego solucione:

(342t)% —4(t? +4t) = 5(t +3) — 5t

m

Ejercicio 41: ;Para qué valor de m la expresién ¢— no estd definida?
—dJdm

Solucién: La expresién 35— no estd definida cuando el denominador es cero. Es decir, cuando 5 — 9m = 0.

Solucionemos esa ecuacion:

5—-9m =0 — 5=9m — g:m

5 ./ z .
Cuando m = 3 la expresion no estd definida.

6.3. Momento 3: Polinomios (Factorizar por factor comin y productos especiales
cuadrados: (a +b)? = a® + 2ab + V?, (a — b)* = a®> — 2ab + b?, (a — b)(a + b) = a* — b?)

Factorizar

Factorizar es el proceso inverso a distribuir:

distribuir

x(y+2)=zy+azz

|

factorizar

Al pasar de a2y + 2z a x(y+ 2)

estamos factorizando la x.

Una expresion estd factorizada cuando la operacién principal es la multiplicacién (es decir, cuando la expresién
es “algo por algo”).
Factorizar por factor comun:

Ejemplo: Considere el polinomio 2r + 6rt. ;Qué tienen en comun los dos términos de este polinomio? Si
descomponemos cada término obtenemos: 2 -7+ 2 -3 -7 -¢. Tienen en comin un 2 y una 7.

» Podemos factorizar un 2 y obtenemos 2r + 6rt = 2(r + 3rt).

Al factorizar un 2, en el primer término sobra una r y en el segundo término sobra un 3rt.

» Podemos factorizar una r y obtenemos 2r + 61t = r(2 + 6t).

Al factorizar una r, en el primer término sobra un 2 y en el segundo término sobra un 6t.

= Mejor ain, podemos factorizar un 2r y obtenemos 2r + 6rt = 2r(1 + 3t).

Al factorizar un 2r, en el primer término sobra una 1 y en el segundo término sobra un 3t.

A ese 2r le llamamos “factor comin” (pues es lo mds grande comin a ambos términos).

Ejercicio 42: En la expresién 1222 — 4zy factorice...
1. una x: 1222 — 4oy =
2. un 2: 1222 — 4oy =
3. un 4: 1222 — 4oy =

4. un 4x:  122% — 4oy =
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AN

(w—7)(3+w?) = 3w+ w? — 21 — Tw? = 3w — 21 + w3 — Tw?
~

Ejercicio 43: En la expresién 3ab® — 15a2b + 9b*, jcudl es el factor comin? Identifiquelo y luego factorice.
Solucion: 3b%(ab — 5a* + 3b?).

Nota 1: ;Cémo saber si factorizamos bien? Distribuyendo! Si distribuimos 3b%(ab — 5a2 + 3b%) = 3ab® — 15a2b? +
9.

Nota 2: Aunque se puede factorizar un 3ab? en los dos primeros términos, la expresién 3ab?(b — 5a) + 9b* no
estd factorizada. La operacién principal sigue siendo la suma (es “algo més algo”).

Ejercicio 44: En la expresién factorice arriba y abajo y luego simplifique.

Of

12t + 6
30—12t 6(5—2t) 5-—2t
126+6  6(2t+1) 2t—1

Solucion: (recuerde que no puede simplificarse el 2 ni el 2t!)

Factorizar por agrupacion:

Ejemplo: Considere el polinomio 3w — 21 + w3 — Tw?. No hay un factor comin a los cuatro términos de esta
expresion. Sin embargo, puede factorizar un factor comun en los dos primeros términos y factorizar un factor comin
en los dos tultimos términos:

3w — 21 +w? — Tw? = 3(w —7) + w(w —7)

Ahora hay sélo dos términos, y tienen por factor comin al (w — 7).

3w —21 +w? — Tw? =3(w—7) +w(w—"7) = (w—7)(3 +w?)

Verifiquemos:
Ejercicio 45: Factorice usando el método de agrupacion.

2m —m3 + 14m? — Tm*

También podemos factorizar un nimero negativo. En ese caso hay que tener cuidado con los signos!
Ejercicio 46: En la expresién —8k3 + 2k? + 4k — 22 factorice...

= un 2:

= un —2:

Ejercicio 47: En la expresién —4 — 5a + 3b factorice un —1
Solucién: —4 — 5a + 3b = —(4 + 5a — 3b)

Productos especiales

A la hora de simplificar expresiones algebraicas o solucionar ecuaciones, los productos especiales son una herra-
mienta 1til. Por ahora sélo estudiaremos tres de ellos.

Ejercicio 48: Expanda y simplifique

n(z+y)? =
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En general, los siguientes se conocen como los productos especiales
(a+b)?=a*>+2ab+b* (a—0)*=0a*>—2ab+0* (a—0b)(a+b)=a*—0b>

Ejercicio 49: Identifique en cada caso cudl de los tres productos especiales es el que corresponde (marque
con una X). Determine los valores de a y de b y verifique el valor de 2ab (cuando aparece en el modelo). Los dos
primeros estan hechos a forma de ejemplo.

’ \ \ a? + 2ab + b? \ a? — 2ab + b? \ a? — b2 \ jquién es a? \ jquién es b? \ 2ab ‘
1) | 164% —24d +9 X id 3 2(4d)(3) = 24d
(2) 81 — (52)? X 9 5z no aplica
B) | w*+6w+9
(4) 4r? —dr +1
(5) y? — 64
(6) 9 —u?

(7) | (72)? + 28z + 4

Ejercicio 50: Retomemos los polinomios del ejercicio anterior y usemos productos especiales para factorizarlos.
Los dos primeros estan hechos a forma de ejemplo.

’ \ polinomio \ producto especial \ a \ b \ 2ab \ factorizacién ‘
)| 16d®> —24d+9 | (a—b)2 =a%?—2ab+b* [ 4d [ 3 | 24d | 16d> —24d+ 9 = (4d — 3)?
) 81 — (5z)? (a—b)(a+b)=a®>—-b*> | 9 | 5z | NA | 81— (52)% = (9 —52)(9 + 52)
) w? + 6w + 9
) 4% —4r + 1
)

)

)

1
2
3

W

y? — 64
9 —u?
(Tz)? + 287 + 4

5
6
7

(
(
(
(
(
(
(

Ejercicio 51: Factorice los siguientes polinomios.
1. K? 420K +100 =

2. (4t)% — 40t + 25 =

3. 1672 — 49 =

4. (16r)? — 49 =

5. 4922 — 4z + 1 =

Observe un ejemplo de un polinomio que no se puede factorizar usando productos especiales.

Ejemplo: Considere el polinomio 9%k% — 24k + 4. Este polinomio parece de la forma de a? — 2ab + b%. Asi, a
serfa 3k y b serfa 2. Sin embargo, 2ab = 2(3k)(2) = 12k y deberfa ser 24k para poder usar un producto especial.
Por lo tanto, no podemos factorizar 9k — 24k + 4 usando productos especiales.

Ejercicio 52: Calcule y simplifique

L4+t -(t-1)2=

2. (T+2r)?2 —(7T—-2r)2 =
Nota: Estos dos ejercicios pueden hacerse de dos formas diferentes. Tomemos el primer ejemplo:

= Puede expandir cada cuadrado primero y luego simplificar:

A4+t =t —1)2=(16+8t+1*) — (1> =2t +1) =16+ 8t + > — > + 2t — 1 = 10t 4+ 15 = 5(2t + 3)
» Puede factorizar primero, usando el producto especial A2 — B2 = [A — B][A + B] y luego simplificar cada

paréntesis:

A+t —(t-1)2=[d+t) -t -D][A+t)+ @t —1)] =4+t —t+1][d+t+t—1] = [5][2t + 3]
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7. Semana 9 - Sesién 1

7.1. Momento 1: Porcentajes (problemas tipo “;710 es el 30 % de qué?”)

Porcentajes

Hasta el momento hemos trabajado problemas de porcentajes de tres tipos distintos:

Tipo 1: ;62 es qué porcentaje de 3157 Ejercicio que solucionamos planteando una fraccién y convirtiéndola a

porcentaje:
parte 62
= — ~0.1968 = 19.68
todo 315 %

Tipo 2: Si una cantidad bajé de 37 a 35, jen qué porcentaje bajé? También planteamos una fraccién para
solucionarlo:

S - - o o
cambio _ final —inicial _ 35 =37 _ =2 _ 5 054054054, = —5.105%
inicial inicial 37 37

Bajd en 5.4 % aproximadamente.

Tipo 3: ;Cuél es el 59 % de 82307 Ejercicio que solucionamos haciendo:

59 % de 8230 = 0.59 x 8230 = 4855.7

En esta sesién veremos otro tipo de problema (Tipo 4): ;76 es el 38 % de qué?
Para solucionar una pregunta como esta planteamos una ecuacién sencilla. Observe:

es igual a la incégnita

? /

76 @)el 38% de @uéy
N Liy

Resolucién: 6=038xa
76 = 0.38%
+0.38 +0.38 B
Q 6 Conclusion: 76 es el 38% de 200.
038 — 7
200 = 2 Verificacién: 0.38 x 200 = 76

Nota: Esta es la primera vez en el semestre en que debemos plantear una ecuacién a partir de un contexto. En
todos los ejemplos de porcentajes de esta sesién, plantearemos ecuaciones del tipo ax = b (cuya solucién ya se ha
trabajado en sesiones anteriores).

Ejemplo: Seis estudiantes sacaron 5 en la tarea de Khan Academy de la semana pasada. Eso corresponde al
24 % de la clase. ;Cudntos estudiantes hay en la clase?

Solucion: Seis estudiantes conforman el 24 % del total. El total es la incéginta. Llamémosla e (por estudiantes).

son
A

6 estudiantes 24% del total

6=024xe

Dividimos por 0.24 a ambos lados y obtenemos 25 = e. Conclusion: En la clase hay 25 estudiantes, y 6 de ellos
sacaron b en la tarea.
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Ejercicio 1: En el 2017, se destinan 44.88 billones de pesos para educacién. Esto corresponde al 20 % del
presupuesto general. ;De cuanto es el presupuesto general para el 20177 Plantee una ecuacién para solucionar este
problema. Dé la respuesta en billones de pesos y también en pesos (usando notacién cientifica).

(fuente: http://www.portafolio.co/economia/el-presupuesto-general-para-el-2017-seria-de-224-billones-de-pesos-
499197)

Ejercicio 2: En enero del 2017 se vendieron 6 625 motonetas o scooter en Colombia. Esto fue sélo el 16.3 % de
todas las motos vendidas en Colombia durante el primer mes del ano. ;Cuantas motos se vendieron en Colombia
en enero del 20177 (Plantee una ecuacién para solucionar este problema.)

(fuente: http://www.semana.com/economia/articulo/venta-de-motocicletas-sigue-disparada-en-colombia/515297)

Ejercicio 3: ;A cudles de los siguientes contextos puede asociarse la ecuacién 0.06r = 2307 Marque con un
circulo.

1. El1 6% de los 230 refugiados vienen del Libano. ; Cudntos refugiados vienen del Libano?

2. E1 6% de los residuos del hospital son quimicos. Ayer se recogieron 230 kg de residuos quimicos en el hospital.
; Cuéantos kilogramos de residuos se recogieron ayer?

3. En una carretera de 230 km se para un soldado cada 60 m. ; Cuantos soldados hay en la carretera?

4. Luego de una primera selecciéon fueron entrevistados 230 aplicantes. Esto representa al 6% del total de
aplicantes. ; Cudntas personas aplicaron?

5. En una maratén, el 6% de los participantes son menores de edad. Hay 230 participantes en total. ; Cudntos
son menores de edad?

6. El 0.06 % de los enfermos de XTT mueren a causa de esa enfermedad. Este afo murieron 230 personas a
causa del XTT. ;Cudantas personas la contrajeron?

Solucién:
(1) No, eso serfa 0.06 x 230
2) Si
3) Si (si asumimos que en alguno de los dos extremos no hay soldado)

(2)
(3)
(4) Si
(5) No, eso serfa 0.06 x 230
(6) No, eso serfa 0.0006r = 230

Ejercicio 4: Segiin una encuesta realizada por Colombia Opina en marzo de 2016, al rededor de “un 76 % de los
ciudadanos se declararon insatisfechos con el trabajo que esta haciendo el presidente”. De las personas encuestadas,
766 dieron esa opinién. ; Cudntas personas fueron encuestadas?

(fuente: http://www.noticiasren.com/nacional-pais/gran-encuesta-desaprobacion-mandato-santos-alcanza-un-bajo-
historico)

Solucion: Sea P el niimero total de personas encuestadas. El 76 % de P es 766: 0.76 x P = 766. Al resolver se
obtiene P = 1007.89 ~ 1008. Conclusion: 1008 personas fueron encuestadas.

Ejercicio 5: Ramiro invirtié sus ahorros hace un ano en una cuenta con interés anual del 7%. Al cabo de un
ano recibié $ 81500 de intereses. ;Cudnto invirtié Ramiro el afio pasado?

Solucion: Traduciendo la prequnta, obtenemos: ;8 81500 es el 7% de cudnto?

la incégnita es igual a
AV

El 7% d$ 81500.

0.07 x4 =81500 ———»

i = 81500 ~ 1 164 285.71

Conclusién: Ramiro invirtié $1 164 285.71
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7.2. Momento 2: Niumeros reales (Radicales)
Raiz par de un niimero positivo ( P&/positivo)

Ejemplo 1: /36 es lo mismo que v/36 (raiz cuadrada de 36). /36 es el niimero positivo que al ser elevado al
cuadrado da 36. Asi v/36 = 6 (pues 62 = 36). Aunque (—6)? también es 36, la raiz cuadrada de 36 se define como
el nimero POSITIVO que al cuadrado da 36.

En general, si n es par W4 es el ntimero positivo que al ser elevado a la n da a.

Ejemplo 2: Considere v/256. Aunque tanto 2% = 256 como (—2)® = 256, como la raiz es par, tomamos el valor
positivo: v/256 = 2.

En general, baL /hositivo es positivo
Ejercicio 6: Calcule sin usar calculadora (a) /100 = (b) V81 = (c) ¥1=

Ejercicio 7: ;Cuél(es) de las siguientes expresiones corresponde(n) a la frase “v/50 es el nimero que al ser
elevado a la 4 da 50”7 Marque su(s) respuesta(s) con un circulo.

(a) /50 = 50 (b) /50 - /50 - /50 - /50 = 50 (c) (V50)" =50 (d) /50 x 4 = 50

En general (a)" =a

Raiz par de un niimero negativo

Ejemplo 1: Si queremos calcular /—25 (raiz cuadrada de —25), debemos buscar el nimero que al ser elevado
al cuadrado da —25. No existe! No hay ningin ntimero que elevado a la 2 dé negativo! Asi, v/—25 no esta definido.

En general, PAL /hegativo no estd definido!

Raiz impar

Ejemplo 2: v/32 (raiz quinta de 32) es el ntimero que al ser elevado a la 5 da 32. Asf v/32 = 2 (pues 2° = 32).

Ejercicio 8: Complete la frase: V/8 (raiz tercera de 8) es el niimero que

Asi, V8 =___ (pues ________ ).

Ejercicio 9: Observe los dos ejemplos dados y complete los otros dos:
1. Como 4° = 1024 entonces v/1024 = 4.

2. Como (—4)% = —1024 entonces v/—1024 = —4.

3. Como (—2)" = —128 entonces __________________.

4. Como —_________________entonces /67108864 = 4.
En general, impa\r/ positivo es positivo y impa\r/ negativo es negativo

Ejercicio 10: Calcule sin usar la calculadora:

() V8= () V= () VBI= (@) Y I= (o ¥-I= (1) V2=
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Ejercicio 11: Verdadero o falso:
(a) V10-Y10= ¥100 V o F b) (¥8)°'=8 V oF
(¢ (V16)7 =16 V o F d) (VIT)’' =17ViT V o F

3 2 4
Ejercicio 12: Simplifique la expresién numérica ((\3/ 18) - 8) + (\/5) hasta obtener un ntimero entero.

Solucion:

((v18)° - 8)2 +(v5)' = (18- 8)% + (v5)* (VB)? = 102 +5-5 = 100 + 25 = 125

Estimar y acotar una raiz
Estimar y acotar raices nos ayuda a familiarizarnos con las raices y nos ayuda a comprender mejor el concepto

tan abstracto, de que {/a es el niimero que elevado a la n da a.

Ejemplo: Suponga que no tiene una calculadora a mano y necesita estimar el valor de v/15. Sabemos que
V15 es el nimero que al ser elevado al cuadrado da 15

Pero ningtin nimero entero, al cuadrado, da 15. Podemos sin embargo usar esta idea para estimar.

02=0 12=1 22 =4 32=9 42 =16
VV\J

el nimero que al cuadrado
da 15, esta entre 3 y 4.
Es decir,

3<V15<4

Si quisiéramos estimar el valor de /15 con mas precisién, a la décima mas cercana, podemos usar la misma
idea.

3.0 3.12 3.22 3.32 3.42 3.52 3.62 3.7 3.82 3.92 4.0%

9 14.44  15.21 16
38 al guadrado da 15 39
« 32 estd entre 3.8 y 3.9 % 39
30 351
Por lo tanto, + 1140 + 1170

1444
3.8 < V15 < 3.9 1521

De la misma manera, cuando calculamos 3.87% y 3.882 observamos que
3.87 < V15 < 3.88

Pero esos calculos ya son mas tediosos de hacer sino tenemos calculadora.
Usemos la calculadora para comprobar los resultados que hallamos a mano:

V15 = 3.872983346...
Asi

)

3< V15 < 4 3.8 <15 < 3.9 3.87 < v/15 < 3.88

3 4 3.8 3.9 3.87 3.88

e i

V15 V15 V15
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Ejercicio 13: Responda a la pregunta SIN usar calculadora. ;Entre qué par de enteros se encuentra cada uno?
<5< <10 < y <90 <

Ejercicio 14: Responda a la pregunta SIN usar calculadora. jEntre qué par de enteros se encuentra v/207?

Solucién: /20 es el nimero que al ser elevado a la 3 da 20. Veamos: 03 =0 13=1 23=8 33 =27.
Asi, 2 < /20 < 3.

Ejercicio 15: Utilice la tabla de valores dada para responder a la pregunta:

n | 4.0 | 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 49 15.0
n? | 16 | 16.81 | 17.64 | 18.49 | 19.36 | 20.25 | 21.16 | 22.09 | 23.04 | 24.01 | 25

Ubique v/20 en la recta numérica.

Ejercicio 16: Evaltie, primero a mano y luego con la calculadora, la expresién algebraica /5x —4 — /5 +x
cuando = = 44.

Nota: La siguiente tabla puede serle 1til:
r |12 3| 4 5 6 7 8 9
2114l 9]16] 2536 | 49 | 64 | 81
3118|2764 125216 | 343 | 512 | 729

i-t,
Vit

Ejemplo: Suponga que queremos mostrar que v/60 es solucién de 76 — 1000 = 10(r® + 20).

Ejercicio 17: jEs t = 8 solucién de 3 — /12 — 39 =

/Qué pasaria si calculamos v/60, luego aproximamos su valor, y finalmente lo sustituimos en la ecuacién?
Observe: v/60 = 3.914867641...

= Si aproximamos /60 al entero més cercano ({/60 =~ 4), obtenemos
lado izquierdo = % — 1000 = 402& — 1000 = 2048 — 1000 = 1048
lado derecho = 10(43 + 20) = 10(64 + 20) = 10(84) = 840
No son iguales... Es més, son bastante diferentes!

= Si aproximamos /60 a la décima méds cercana (1/60 ~ 3.9), obtenemos
lado izquierdo = ¥ — 1000 ~ 28T — 1000 = 1759.35 — 1000 = 759.35
lado derecho = 10(3.9% + 20) = 10(59.319 + 20) = 10(79.319) = 793.19

Atn son distintos, pero ahora son mas cercanos.

» Si aproximamos a la milésima més cercana (1/60 ~ 3.915), obtenemos
lado izquierdo = £25° _ 1000 ~ 800.37
lado derecho = 10(3.915% + 20) = 800.06
Cada vez més cercanos!

Si seguimos tomando més decimales (es decir valores més cercanos de +/60), los valores de los dos lados de la
ecuacién se irdn acercando mas y mas, pero seguiran siendo distintos a menos de que se tome el valor exacto!

Recuerde que: Para verificar si una ecuacion se satisface o no, se debe tomar el valor exacto!
Usemos la calculadora para comprobar que /60 es solucién de § — 1000 = 10(r3 + 20).

lado izquierdo = (3 {[60) A6+ 2 —1000 = 800

lado derecho = 10((3 ¢/760) A 3 + 20) = 800

También podemos hacerlo a mano:
3 6 3 3.3 3
lado izquierdo = (@ — 1000 = M — 1000 = 9259 — 1000 = 2% — 1000 = 1800 — 1000 = 800

lado derecho = 10 ((/60)” + 20) = 10(60 + 20) = 10(60 + 20) = 10(80) = 800
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7.3. Momento 3: Ecuaciones (tipo z?> = d, con d entero, decimal o racional, y ecua-
ciones que se reducen a x> = d)

Comencemos desarrollando intuicidn acerca de este tipo de ecuaciones.

Ejemplo: Solucionar la ecuacién 22 = 81 implica buscar qué nimeros, al ser elevados al cuadrado, dan 81.
Nueve (9) es una posibilidad. Sin embargo, “solucionar” quiere decir encontrar TODAS las posibles soluciones, no
s6lo una. ;Existe algin otro nimero que al cuadrado sea igual a 817 Si! E1 —9. Observe, (—9)(—9) = 81.

Asf, 22 = 81 tiene dos soluciones: * = 9 y # = —9 (que se escribe de manera comprimida z = 49).

Ejercicio 18: Solucione las siguientes ecuaciones.

(a) 72 =49 (b) 100 = w? (c) 22=0 (d) —16=k?
Soluciones:

» 72 =49 tiene dos soluciones: r = £7

» 100 = w? tiene dos soluciones: w = 410

» 22 =0 tiene una Unica solucién: z = 0 (el 1inico nimero que al cuadrado da 0 es el 0)

» —16 = k? no tiene solucién (no hay ningiin nimero que al cuadrado dé —16)

2 2

En general, la ecuacién “r® = nimero negativo” no tiene solucién! Si z es positivo, entonces z
negativo, entonces x2 es positivo.

es positivo. Si x es

Ejercicio 19: Solucione la ecuacién (w — 2)(w + 6) — 4w + 12 = 36.
Solucion:

-2 -4 12 =
expande (distribuye) < (w )(w+6) W 36
w? 4 6w — 2w — 12 — 4w + 12 = 36
simplifica ( 2 _ a5
w- =

D soluciona
w = 6

Verifique con w = —6
lado izquierdo = (—6 — 2)(—6 4 6) — 4(—6) + 12 = (—8)(0) + 24 + 12 = 36
lado derecho = 36
w = —6 si es solucion!
Verifique con w =6
lado izquierdo = (6 — 2)(6 + 6) — 4(6) + 12 = (4)(12) — 24 + 12 = 36
lado derecho = 36

w = 6 si es solucién!

Nota: Las ecuaciones (w — 2)(w + 6) — 4w + 12 = 36 y w? = 36 son ecuaciones equivalentes. Y como tal, tienen
mismas soluciones!

Es facil adivinar qué nimeros al cuadrado dan 25 o 36 o 100... Pero, ;qué hacer cudndo no se trata de un

cuadrado perfecto? En general, para solucionar 22 = d, debemos deshacernos del cuadrado. La forma de deshacerse
del cuadrado es tomar la raiz cuadrada. Observe:

Ch2—64? Cr—5 ? ClS—z?

h =48 r~£2.24 +424 ~ 2
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Ejercicio 20: Solucione las siguientes ecuaciones:

1. r2=11 (dos soluciones: 7 = £+/11, o aprozimando, r ~ +3.3)

2. 2 =-11 (no tiene solucion)

3. d®> =250 (dos soluciones: d = +/250, que se puede aprozimar d ~ +15.8)

4. 22 =3.1x10"7 (dos soluciones: z = +/3.1 x 10-7, que se puede aprozimar a z = +5.57 x 10~* )

Ejercicio 21: Un salén de baile cuadrado tiene 32 m? de area. ;Cudnto mide el lado? Para solucionar este ejercicio
se plantea una ecuacién. Si llamamos [ al lado del cuadrado, entonces el drea es (2, y sabemos que el drea es 32m?.
Por lo tanto, la ecuacién que surge es 12 = 32. Ahora solucione e interprete el resultado.

Solucion: Al solucionar 1?> = 32, obtenemos dos soluciones | = £1/32 m ~ £5.66 m. Pero | es una longitud! Debe
ser un valor positivo! Ast, | = /32 ~ 5.66 m. Cada lado del salon mide aproximadamente 5.66 metros).

Ejercicio 22: Una pantalla de computador mide 28.5 cm de alto por 38 cm de largo. ; Cudnto mide la diagonal?
Utilice el teorema de Pitdgoras para calcular la longitud de la diagonal.

Solucion: d*> = 28.5% + 382 — d? =2256.25 — solucionar — d = +/2256.25 = £47.5, pero como d es una
longitud, entonces se toma el valor positivo: d = 47.5 cm.

8. Semana 9 - Sesion 2

8.1. Momento 1: Porcentajes (aumento y disminucién porcentual, problemas tipo
“Si 4872 se reduce en un 18%, jen qué queda?”)

En semanas anteriores aprendimos a calcular aumentos o disminuciones porcentuales. Ahora aprenderemos a
calcular el resultado de un aumento o una disminucién porcentual.

Ejemplo 1: El ano pasado la compania de Jessid tenia 180 empleados. Este ano la némina aumenté en un
10 %. ;Cudntos empleados hay este ano?

Calculemos el aumento: 10 % de 180 = 0.10 x 180 = 18. Es decir, la némina aumenté en 18 empleados. Asi, este
ano hay 198 empleados (180 + 18).
Sin embargo, queremos pensar este problema de otra forma que serd muy util mas adelante.

nuevo nimero de empleados = antiguo nimero de empleados + nuevos empleados

nuevo nimero de empleados = 180 + 10 % de 180 = 180 + 0.10 x 180

Factorizamos el 180, y obtenemos
nuevo numero de empleados = 180 - (1 + 0.10) = 180 - (1.10) = 198

Para recordar: Aumentar 180 en un 10 % resulta en multiplicar 180 por (1 + 0.10).

Ejemplo 2: Segin datos del ministerio de trabajo, en el afio de 1998 el salario minimo en Colombia era de
203 826 pesos. Del 98 al 99 aumenté en un 16 %. {De cuédnto era el salario en 19997

Solucion:
salario minimo 1999 = salario minimo 1998 x (14 0.16) = salario minimo 1998 x 1.16 = 203 826 x 1.16 ~ 236 438

En 1999 el salario minimo fue de 236 438 pesos.
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Ejercicio 23: Un contratista efectia su factura. Cobra $6 400000 mds IVA (16 %). ;Cudnto cobra en total?

Solucion: Puede calcularlo como 6400000 4 0.16 x 6400000 o como 1.16 x 6400000, luego de factorizar el
6400 000.

Ejemplo: La temperatura del horno era de 360°F a medio dfa. En media hora disminuyé en un 23 %. ;En
cuanto estaba la temperatura del horno a las 12:307

Calculemos primero el 23% de 360 (eso fue lo que bajé la temperatura): 0.23 x 360 = 82.8°F. Por lo tanto, a
las 12:30 la temperatura del horno era de 277.2°F (360 — 82.8). La otro forma de hacerlo que queremos introducir
en esta sesién es la siguiente:

temperatura del horno a las 12:30 = 360°F — 0.23 x 360°F
temperatura del horno a las 12:30 = 360°F - (1 — 0.23)

temperatura del horno a las 12:30 = 360°F - (0.77) = 277.2°F

Para recordar: Disminuir 360 en un 23 % resulta en multiplicar 360 por (1 — 0.23).

Ejercicio 24: Ursula encuentra una nevera de $1290 000 con un descuento del 9 %. (,Cuanto debe pagar por la
nevera luego de efectuar el descuento?

Solucion: $1290000 — 0.09 x $1 290000 = $1290000 - (1 — 0.09) = $1 290000 - 0.91 = $1 173900

Ejercicio 25: Tobias ganaba $2600000 al mes cuando se gradué de la universidad. Esto es 13 % menos de lo
que gana hoy en dia. ;Cuanto gana Tobias hoy en dia?

A partir de la pregunta definimos la variable: Sea T el salario de Tobias hoy en dia. Lo que se ganaba era el
salario actual disminuido en un 13 %: T'(1 — 0.13). La ecuacién que surge a partir de este contexto es

T(0.87) = 2600 000

Solucione la ecuacion e interprete el resultado.

Solucidn: T'(0.87) = 2600000 — T ~ 2988505.75
Tobias gana $2988505.75 al mes hoy en dia.

Ejercicio 26: Carolina pagaba $720 000 de arriendo en el afio 2014. En el 2015 pagaba $770400. En el 2016 le
subieron el 5 %.

1. ;Qué porcentaje subié del 2014 al 20157
2. jCuéanto paga ahora?

3. {Qué porcentaje subié del 2014 al 20167 (Note que no corresponde a la suma de los porcentajes)

2014
$720 000

1. ;Qué porcentaje subid del 2014 al 2015%
Del 2014 al 2015 el arriendo subié en $50400 (haciendo 770400 — 720000). El arriendo base era $720000.
4 Qué porcentaje es $50400 de $720000 7 75200400000 = 0.07 = 7%. Entre 2014 y 2015 el arriendo subid en un
7%.

2015
$770400

ano
arriendo

y de 2015 a 2016 subié 5%.

Solucion: Los datos dados

2. ¢Cudnto paga ahora?
Para calcular el arriendo del 2016, tomamos el arriendo del 2015 y le aumentamos 5 %:

$770400 x 1.05 = $808 920

ano

2014

2015

2016

arriendo

$720 000

$770400

$808 920

45




3. &Qué porcentaje subio del 2014 al 20167
Calculemos primero el aumento en pesos y luego calculamos el porcentaje de aumento. $308 920 — $720000 =
$88920. ;Qué porcentaje representa eso de $720000 7 78280902000 = 0.1235 = 12.35%. Del 2014 al 2016, el
arriendo subid en 12.35%.
Otra forma de hacer esto seria la siguiente: El arriendo base (el de 2014) era de $720000. Primero subié 7%
(es decir, se multiplica por 1.07) y luego subid 5% (se multiplica por 1.05). Asi: 1.05 x 1.07 x 720000 =
1.1235 x 720000. Y multiplicar por 1.1235 es equivalente a aumentar en 12.35%.

Nota importante: Observe que aumentar 7% y luego aumentar 5% NO resulta en aumentar 12 %.

Ejercicio 27: Segin El diario bogotano, “Entre enero y agosto (de 2016) el atraco callejero, delito que més afecta
a los Bogotanos, se redujo en un 12 % lo que es considerado una cifra récord.” (fuente: http://www.eldiariobogotano.com/
reduccion-historica-en-cifras-de-atraco-callejero-en-bogota/)

Suponga que en enero del 2016 se registraron 3 780 casos de atraco callejero. ; Cudntos se registraron en agosto
del 20167

Ejercicio 28: En un restaurante cobran $9 000 el almuerzo sin IVA. A ese precio hay que agregarle el IVA (que
es 16 %) y la propina (que es 10 %). {Con cudl de las siguientes opciones sale més barato el almuerzo?

(1) subir lo del IVA primero y luego subirle lo de la propina

(2) primero la propina y luego el IVA

(3) el orden no tiene importancia

Solucidn: La respuesta es (3): da igual subir primero el IVA y luego la propina o hacerlo al revés.

8.2. Momento 2: Expresiones algebraicas (de varias variables que ficilmente se re-
ducen a una)

Trabajemos ahora con expresiones algebraicas que dependen de dos variables, pero una de las variables puede
expresarse en términos de la otra.

Ejemplo: Sebastian y Bibian comparten un apartamento, pero el cuarto de Sebastidan es més grande y tiene
bafio propio. Por esta razdn, Sebastidn aporta mensualmente el doble de lo que aporta Bibian. Suponga que S es
lo que aporta Sebastidn y B es lo que aporta Bibian.

1. Escriba una expresién algebraica para lo que aportan entre los dos (en términos de S y B).

2. Escriba una expresién algebraica para lo que aportan entre los dos (en términos de una sola variable)
Solucion:

1. Entre los dos aportan S + B.

2. Sabemos que Sebastidn aporta el doble de lo que aporta Bibian. Es decir, podemos remplazar S por 2B. Asi,
lo que aportan entre ambos es 2B + B, es decir, 3B. Entre los dos aportan tres veces lo que aporta Bibian.

Ejercicio 29: Dibuje un rectdngulo cuyo largo es cinco cuartas partes del ancho. Exprese el area y el perimetro
del rectangulo en términos del ancho.

Soluciéon: El 4rea y el perimetro de un rectangulo dependen de su ancho y de su largo. Llamemos a al ancho y
[ al largo. Nos dicen que el largo es cinco cuartas partes del ancho, es decir, podemos remplazar [ por ga. Asi

5 5
area = largo x ancho =1 x a = Za X a = Zaz

5 ) 9
perimetro = 2a + 2] = 2a + Q(Za) = 2a+ 2e= 2a + 2.5a = 4.5a = 24
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Ejercicio 30: Exprese el volumen y el drea superficial de una caja (sin tapa) cuya base cumple lo siguiente:
el ancho es 1 cm maés largo que la altura y el largo es 1 cm mas largo que el ancho. Expréselos en términos de la altura.

Solucidn: Llame a la altura: x. Entonces el ancho es x + 1 y largo es (x + 1) + 1, es decir, x + 2.

z(x +1)
T Ialtura N
N X
DA X% & XC»\
i Y N P BT
r+1 \‘A{%O b \(& ®
ancho
z(x + 1)

Por lo tanto, el volumen es x(x+1)(x+2). El drea superficial estd dada por (x+1)(x+2)+2z(x+1)+22(z+2).
Podemos expandir y luego simplificar...

Volumen = z(z + 1)(z + 2) = 2(2? + 32 + 2) = 23 + 32° + 2z

Area superficial = (2 +1)(z +2) 4+ 2z(z + 1) + 2z(2 + 2) = (2% + 32 + 2) + (222 + 22) + (222 + 42) = 5% + 9z + 2
Ejercicio 31: Andrés recibié un tercio de la herencia y Miguel recibié un cuarto de la herencia. El resto le
toco a Adriana. Escriba una expresién para lo que le correspondié a Adriana.
Solucion: Si h es la herencia, a Adriana le correspondio:
la herencia — lo que le correspondié a Andrés — lo que le correspondié a Miguel

h h 12h 4h 3h 12h—4h—3h  5h

"TETITTR R 1 12 T 12
A Adriana le correspondid 15—2h (cinco doceavos de la herencia).

Ejercicio 32: Victoria gana mensualmente un salario S. Tanto en septiembre como en octubre logré ahorrar

el 35% de su salario. En noviembre logré ahorrar una quinta parte de su salario.

1. Exprese lo que ahorré Victoria al cabo de esos tres meses.

2. Sus ahorros de esos tres meses, ;fueron superiores o inferiores a su salario mensual?

8.3. Momento 3: Productos especiales mas generales

A lo largo del corte hemos trabajado con productos especiales binomiales (es decir, productos especiales de

cuadrados):
b)?2=a*>—2ab+0* (a—Db)(a+b)=a®— b

(a+b)?=a*>+2ab+b*> (a—
En esta sesién trabajaremos casos mds generales.

Comencemos con una mencién corta al tridangulo de Pascal.
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Ejercicio 33: Observe la figura (conocida como “el tridngulo de Pascal”) y analice el patrén. jPodria escribir
la siguiente fila?

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1

Ejercicio 34: Desarrolle (a + b)? y simplifique.

Solucion:
(a+b)2 = (a+b)(a+b)(a+b) = (a®+2ab+b?)(a+b) = a®+a?b+2a%b+2ab? + b?a +b® = a® + 3a?b+ 3ab® + b3

Es decir,
(a+b)3 = a® + 3a®b + 3ab® + b*

Ejercicio 35: Los siguientes cdlculos pueden hacerse a mano o se puede usar una herramienta tecnoldgica para
hacerlos (por ejemplo GeoGebra). Obsérvelos y analice el patrén. ;Podria escribir la siguiente linea?

(a+b)° =

(a+b)=a+b

(a+b)? = a® + 2ab + b?

(a+b)3 = a® + 3ab + 3ab? + b°

(a+b)* = a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*
(a+b)° = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b® + 5ab* + b°

Ejercicio 36: Desarrolle (w + 4)° y (1 + 3z)°.

Solucion del sequndo: En (1+ 3z)% aes 1y bes 3x.

(14 32)% = (1)° +6(1)°(3z) + 15(1)*(32)? + 20(1)*(3z) 4 15(1)(32)* + 6(1)(32)° + (32)°
(1+32)°=1+6-1-32+15-1-922 +20-1-272% +15-1-81a* +6-1-2432° + 7292°
(14 32)% =1+ 18z + 13522 4 54023 4 1215z* + 145825 + 72925

Ejercicio 37: Los siguientes célculos pueden hacerse a mano o se puede usar una herramienta tecnoldgica para
hacerlos (por ejemplo GeoGebra). Obsérvelos y analice el patrén. jPodria escribir la siguiente linea?

a —b)° = a® — 5a*b + 10a%b? — 10a2b3 + 5ab* — b°

(a—0b)° =1

(a—b)l=a-0b
(a—b)? = a%—2ab+ b?

(a —b)® = a® — 3a%b + 3ab® — b*

(a —b)* = a* — 4a3b + 6a?b* — 4ab> + b*
(a —0)
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Ejercicio 38: Desarrolle (3 —t)* y (2r — 3)5.
Solucion del seqgundo:

(2r — 3)° = (2r)® — 5(2r)*(3)* +10(2r)3(3)* — 10(2r)%(3)® 4+ 5(2r)(3)* — (3)°
(2r —3)° =32r° —5-16r* -3+ 10-8%- 94+ 10-4r% - 27+ 5-2r - 81 + 243
(2r — 3)® = 3275 — 240r* + 720r% + 108072 + 8107 + 243

Ejercicio 39: Los siguientes célculos pueden hacerse usando una herramienta tecnolégica (por ejemplo Geo-
Gebra). Obsérvelos y analice el patrén. ;Podria escribir la siguiente linea?

a?—b*=(a—0b)(a+b)
a® — b = (a—b)(a® + ab+ b?)
a* —b* = (a —b)(a® + a?b + ab® + b3)
a® = b5 = (a—b)(a* 4+ a®b + a®b? + ab® + b?)
Ejercicio 40: Factorice los siguientes polinomios: (a) h*—16 (b) 112523 (c) 32—1¢°

Solucion de los dos primeros:
(a) h* — 16 puede entenderse como (h)* — (2)* o como (h2)2 — (4)%.
Analicemos cada caso y veamos como obtenemos factorizaciones distintas (ambas correctas).

s (W)= (2 = (h—2)(h* +h?- 24+ h-22 +2%) = (h— 2)(h® + 2h% + 4h + 8)
La expresion queda factorizada con dos factores.

. (h2)2 — (4’ = (B2 =) (A2 +4) = (2 —22)(h2 4+ 4) = (h—2)(h + 2)(h2 + 4)
La expresion queda factorizada con tres factores.
(b) 1 — 12523 se puede reescribir como (1)3 ( 2)3.
Usando el hecho de que a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?), podemos factorizar:
s (12— (52)3 = (1 = 52)(12 + 1-52z + (52)%) = (1 — 52)(1 + 5z + 252?)

49



