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1. Semana 11 - Sesión 1

Momento 0: Retroalimentación del parcial 2

1.1. Momento 1: Polinomios (división de polinomios)

En el segundo corte trabajamos la suma, la resta, la multiplicación y la potenciación de polinomios (con po-
tencias enteras positivas). En esta sesión trabajaremos la división de polinomios. Tenga en cuenta que la división
de polinomios aplica cuando el grado del polinomio de arriba es más grande que el grado del polinomio de abajo.
Comencemos por un caso muy sencillo:

Ejemplo: División de monomios

caso numérico: Para calcular 30 ÷ 6 podemos usar el algoritmo de la división, o la calculadora, o podemos
escribir esa división como una fracción y simplificar.

30÷ 6 =
30

6
=

5× 6

6
=

5

1
= 5

Una vez obtenemos 30÷ 6 = 5, podemos verificar, pues 6× 5 = 30.

caso algebraico: Para calcular 3x3÷6x2 podemos reescribir esa división como una fracción y luego simplificar:

3x3

6x2
=
x

2
=

1

2
x = 0.5x

Para verificar que 3x3 ÷ 6x2 = 0.5x podemos ver que 6x2 × 0.5x = 3x3.

Veamos ahora como dividir polinomios. Saber aplicar el algoritmo de división de números enteros será de gran ayuda.

Ejemplo 1: División de polinomios; División exacta (con residuo 0)

Calcule (12x3 + 11x2 − 22x − 16) ÷ (3x + 2). Escribirlo como fracción en este caso no ayuda, pues eso no lo
sabemos simplificar. Efectuemos entonces el algoritmo de la división lentamente y relacionemos el método con el
método que usábamos para dividir números enteros.

215 5
Pregunta: Por cuánto multiplicar a 5 para que dé 21?4
Por 4.

20

Escribimos el resultado de 4 por 5 debajo del 21
y restamos. Obtenemos un 1.

1

Primera etapa:

Plantee la división 215÷ 5

215 5

420
1 Pregunta: Por cuánto multiplicar a 5 para que dé 15?

Por 3.
Escribimos el resultado de 3 por 5 debajo del 15
y restamos. Obtenemos un 0.

Segunda etapa:
Bajamos el 5.

5
3

15
0

Conclusión: 215÷ 5 = 43
¿Cómo verificamos? 5× 43 + 0 = 215

√
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Plantee la división (12x3 + 11x2 − 22x− 16)÷ (3x+ 2)

12x3 + 11x2 − 22x− 16 3x+ 2
Pregunta:
Por

y restamos:

Primera etapa:

4x24x2

Escribimos el resultado de 4x2 por 3x+ 2 debajo del 12x3 + 11x2.

12x3 + 8x2

3x2

(12x3 + 11x2)− (12x3 + 8x2) = 3x2

12x3 + 11x2 − 22x− 16 3x+ 2

Pregunta:
Por

y restamos:

Segunda etapa:

x.

4x2

Escribimos el resultado de x por 3x+ 2 debajo del 3x2 − 22x.

12x3 + 8x2

3x2

(3x3 − 22x)− (3x2 + 2x) = −24x

Bajamos el − 22x.

−22x
(positivo)

+x

3x2 + 2x

−24x

12x3 + 11x2 − 22x− 16 3x+ 2

Pregunta:
Por

y restamos. Obtenemos un 0.

Tercera etapa:

−8.

4x2

Escribimos el resultado de − 8 por 3x+ 2 debajo del − 24x− 16.

12x3 + 8x2

3x2

Bajamos el − 16.

−22x
+x

3x2 + 2x

−24x −16

−8

−24x− 16

0

Por cuánto mutiplicar a 3x para que dé 12x3 ?

Por cuánto mutiplicar a 3x para que dé 3x2 ?

Por cuánto mutiplicar a 3x para que dé − 24x ?

Vocabulario: El cociente es 4x2 + x− 8 y el residuo es 0.

Conclusión: (12x3 + 11x2 − 22x− 16)÷ (3x+ 2) = 4x2 + x− 8

¿Cómo verificamos que el resultado es correcto?
(3x+ 2)(4x2 + x− 8) + 0 = 12x3 + 3x2 − 24x+ 8x2 + 2x− 16 = 12x3 + 11x2 − 22x− 16

√

Ejemplo 2: División de polinomios; División inexacta (con residuo distinto de 0)

Ejemplo con números: 322
15 =?

322 15
30

2122
15
7

Verificamos:

Pod́ıamos escribir 322
15 como un número mixto!

322
15 = 21 7

15

Esto, en realidad es lo mismo que,
322

15
= 21 +

7

15

15× 21 + 7 = 322

Por otro lado,
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Ejemplo con polinomios: 12x3−7x2−22x+7
4x−5 =?

12x3 − 7x2 − 22x+ 7 4x− 5

3x2 + 2x− 312x3 − 15x2

8x2 − 22x

8x2 − 10x

−12x+ 7
−12x+ 15

−8
Verifiquemos:

12x3 − 7x2 − 22x+ 7

4x− 5
= 3x2 + 2x− 3 +

−8

4x− 5

(4x− 5)(3x2 + 2x− 3)− 8 = 12x3 − 7x2 − 22x+ 7

Conclusión:

¿Cuál es un error t́ıpico?
Ignorar el residuo y concluir que (12x3 − 7x2 − 22x+ 7)÷ (4x− 5) = 3x2 + 2x− 3.

Ejercicio 1: Realice la división exacta (20x2 + 7x− 6)÷ (5x− 2) y verifique su resultado.

Conclusión: (20x2 + 7x− 6)÷ (5x− 2) = 20x2+7x−6
5x−2 = 4x+ 3

¿Cómo verificamos?
(5x− 2)(4x+ 3) = 20x2 + 7x− 6

√

Ejercicio 2: Realice la división inexacta (6x2 − 14x− 38)÷ (3x+ 5) y verifique su resultado.

6x2 − 14x− 38 3x+ 5

2x− 8
6x2 + 10x

−24x− 38
−24x− 40

2 y paramos ah́ı pues ya no podemos bajar nada más...

cociente

residuo

Solución:

Conclusión: (6x2 − 14x− 38)÷ (3x+ 5) = 6x2−14x−38
3x+5 = 2x− 8 + 2

3x+5
¿Cómo verificamos?
(3x+ 5)(2x− 8) + 2 = 6x2 − 24x+ 10x− 40 + 2 = 6x2 − 14x− 38

√

Ejercicio 3:
6x4 − 10x3 + 23x2 − 35x+ 7

2x2 + 7
=?

Solución: Plantee la división. Obtiene residuo 0 y cociente 3x2 − 5x+ 1.
Verifique, calculando (2x2 + 7)(3x2 − 5x+ 1) + 0 y revisando si eso da 6x4 − 10x3 + 23x2 − 35x+ 7.
De ah́ı se obtiene que:

(6x4 − 10x3 + 23x2 − 35x+ 7)÷ (2x2 + 7) = 3x2 − 5x+ 1, o

6x4 − 10x3 + 23x2 − 35x+ 7

2x2 + 7
=3x2 − 5x+ 1

Ejercicio 4: (6x4 − 10x3 + 23x2 − 35x+ 7)÷ (3x2 − 5x+ 1) =?

Solución: Como 6x4 − 10x3 + 23x2 − 35x+ 7 = (2x2 + 7)(3x2 − 5x+ 1),
entonces (6x4 − 10x3 + 23x2 − 35x+ 7)÷ (3x2 − 5x+ 1) = 2x2 + 7.

Ejercicio 5: Realice la operación: (18r2 − 19r − 17)÷ (9r + 4).
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Ejercicio 6: Realice la división (4x4 − 5x2 + 8x− 9)÷ (2x− 1) y verifique su resultado.

4x4 + 0x3 − 5x2 + 8x− 9 2x− 1

2x3 + x2 − 2x+ 3
4x4 − 2x3

2x3 − 5x2

2x3 − x2

−4x2 + 8x

−4x2 + 2x

6x− 9
6x− 3

−6 y paramos ah́ı pues ya no podemos bajar nada más...

Solución:

El cociente de esta división es 2x3 + x2 − 2x+ 3 y el residuo es −6.
Verifiquemos:
(2x− 1)(2x3 + x2 − 2x+ 3) + (−6) = 4x4 + 2x3 − 4x2 + 6x− 2x3 − x2 + 2x− 3− 6 = 4x4 − 5x2 + 8x− 9

√

Ejercicio 7:
12w4 − 9w3 − 16w2 + 12w

4w2 − 3w
=?

Ejercicio 8:
8x2 + 14x+ 3

2x− 1
=?

Solución: Plantee la división. Obtiene residuo 12 y cociente 4x + 9. Verifique, comprobando que (2x− 1)(4x +

9) + 12 = 8x2 + 14x+ 3. Aśı, la conclusión es 8x2+14x+3
2x−1 = 4x+ 9 + 12

2x−1 .

Ejercicio 9:
4t4 + 3t3 − 22t2 − 12t+ 23

t2 − 4
=?

1.2. Momento 2: Expresiones racionales con denominador a± bx (dominio de defini-
ción)

¿Qué es el dominio de definición de una expresión algebraica? Son todos los valores por los que podemos susti-
tuir la variable en la expresión para obtener un número real. Cuando la expresión tiene un denominador, debemos
asegurarnos de que el denominador no sea cero. Los valores que hacen que el denominador sea cero, son aquellos
que debemos excluir del dominio.

Ejemplo:

1. En la expresión 3
t podemos sustituir t por cualquier valor, excepto 0. Si t es 0 la expresión no está definida.

Aśı, el dominio de definición de 3
t son todos los reales excepto el 0. En matemáticas eso se escribe: R\ {0}

2. En la expresión 6t2−
√
5·t+2
t podemos sustituir t por cualquier valor en el numerador, y en el denominador,

cualquier valor excepto 0. Si t es 0 la expresión no está definida. Aśı, el dominio de definición de 6t2−
√
5·t+2
t

son todos los reales excepto el 0: R\ {0}

3. En la expresión t
3 podemos sustituir t por cualquier valor; el denominador nunca va a ser 0. Aśı, el dominio

de definición de t
3 son todos los reales: R

4. Para calcular el dominio de definición de 5w3−1
8+w debemos buscar qué valores de w hacen que la expresión no

está definida. En este caso, debemos buscar para qué valores de w el denominador daŕıa 0. Aśı, solucionamos
la ecuación

8 + w = 0 → w = −8

Cuando w toma el valor −8, la expresión 5w3−1
8+w no está definida.

El dominio de definición de 5w3−1
8+w es todos los números excepto el −8. Más formalmente: todos los números

reales excepto el −8. Esto se escribe: R \ {−8}.
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Ejercicio 10: ¿Cuál es el dominio de definición de
h+ 5

h− 2
? Encierre su respuesta en un ćırculo.

(a) R \ {−5} (b) R \ {2} (c) R \ {−5, 2} (d) R

Ejemplo 1: Considere la expresión 4y2

32y . Esta expresión está definida siempre y cuando el denominador no sea
cero. ¿Para qué valores de y el denominador es 0? Es decir, ¿cuáles son las soluciones de 32y = 0?

32y = 0 → y =
0

32
→ y = 0

Aśı, cuando y = 0 la expresión 4y2

32y no está definida. Para cualquier otro número real, la expresión existe. En otras

palabras, 4y2

32y está definido para todos los reales excepto el 0. Esto lo formalizamos aśı:

El dominio de definición de 4y2

32y es R\ {0}.

Ojo! El dominio de definición debe estudiarse antes de simplificar! Observe:

4y2

32y
=

4× y × y
4× 8× y =

y

8

Cuando y = 0, la expresión y
8 si está definida! 0

8 = 0. El dominio de definición de y
8 es R (pues el denominador

nunca va a ser 0). Pero el dominio de definición de 4y2

32y es R\ {0}.

Ejemplo 2: ¿Cuál es el dominio de definición de la expresión
h3 − 4h+ 1

h+ 2
?

El dominio de definición son todos los valores de h que hacen que la expresión exista. Por ejemplo,

si h = 0, la expresión vale 1
2 . Por lo tanto, h = 0 si está en el dominio de definición.

si h = 1, la expresión vale −23 . Por lo tanto, h = 1 si está en el dominio de definición.

¿Cómo encontramos los valores que hacen que la expresión no esté definida? Buscamos los valores que hacen que
el denominador sea 0. Aśı:

h+ 2 = 0 → h = −2

Cuando h = −2, el denominador es 0 y la expresión no está definida.

Conclusión: El dominio de definición de
h3 − 4h+ 1

h+ 2
es R\ {−2} (que se lee “todos los reales excepto −2”).

Ejercicio 11: Considere las siguientes expresiones racionales:

(a)
4u

u− 5
(b)

4(u− 5)

u− 5
(c)

3d− 1

3d
(d)

7 + k

7 + k
(e)

50 + `

`−
√

2

1. ¿Cuál es el dominio de definición de cada una? Es decir, qué valores puede tomar la variable para que la
expresión esté definida?

2. ¿Cuál(es) de esas expresiones puede(n) simplificarse? ¿Cómo cambia el dominio de definición luego de sim-
plificar?

Ejemplo: ¿Cuál es el dominio de definición de la expresión racional 4w+1
3−8w?

Sólo debemos asegurarnos de que el denominador no sea 0. ¿Qué valores de w hacen que el denominador sea 0?
Para encontrarlos, solucionamos 3− 8w = 0 y obtenemos w = 3

8 .

Aśı, el dominio de definición de 4w+1
3−8w es todos los reales excepto 3

8 . Esto se escribe: R\
{

3
8

}
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Ejercicio 12: ¿Cuál es el dominio de definición de las siguientes expresiones racionales?

(a)
x− 1

5− 6x
(b)

y3

6y + 3
(c)

w − 2

w − 2

Solución:

El dominio de definición de x−1
5−6x es todos los reales excepto el 5

6 : R\
{

5
6

}
Pues la solución de 5 − 6x = 0 es

x = 5
6 .

El dominio de definición de y3

6y+3 es R\ {−0.5}. Pues la solución de 6y + 3 = 0 es x = − 3
6 = −0.5.

El dominio de definición de w−2
w−2 es R\ {2}. Pues la solución de w − 2 = 0 es w = 2.

Observe que aunque w−1
w−1 se simplifica y se obtiene 1 (que ya no tiene denominador), el dominio de definición

sigue siendo todos los reales excepto el 2. El dominio debe determinarse antes de simplificar!

Ejercicio 13: Determine el dominio de definición de la expresión algebraica
6− `
41`

+
5`+ 4

1− 3`
.

Solución: En este caso hay dos denominadores. Debemos asegurarnos de que ambos denominadores sean distintos
de cero. Debemos solucionar

41` = 0 y 1− 3` = 0

41` = 0 → ` =
0

41
= 0 y 1− 3` = 0 → 1 = 3` → 1

3
= `

Los únicos valores que no pertenecen al dominio de definición son ` = 0 y ` = 1
3 .

El dominio de definición de 6−`
41` + 5`+4

1−3` es R \
{

0, 1
3

}
.

Ejercicio 14 (opcional): Cree una expresión algebraica cuyo dominio sea R \ {−3, 3}.

2. Semana 11 - Sesión 2

2.1. Momento 1: Solucionar ecuaciones (ecuaciones que se reducen a ecuaciones
vistas en el corte 2: a± bx = c y x2 = d; despejar cualquier variable en ecuaciones
tipo a± bc = d)

Comencemos por repasar y afianzar ecuaciones del tipo que se trabajaron en el corte anterior.

Ejercicio 15: Solucione las ecuaciones 5 = 5(1− 3r) + 4r − 12 y (3 + t)2 − t2 = 8.

Solución:

5 = 5(1− 3r) + 4r − 12

5 = 5− 15r + 4r − 12
distribuye

5 = −11r − 7
simplifica

5 + 7 = −11r − 7 + 7

12 = −11r

12

−11
=

−11r

−11

12

−11
= r

(3 + t)2 − t2 = 8

9 + 6t+ t2 − t2 = 8
expande

9 + 6t = 8simplifica

9 + 6t− 9 = 8− 9

6t = −1
6t

6
=

−1

6

t = −1

6

La solución exacta de la primera es r = − 12
11 o r = −1.09. Una aproximación a tres decimales es r ≈ −1.091.
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Nota: Recuerde que para verificar se debe utilizar el valor exacto. Si remplaza r por −1.09, por ejemplo, el lado
izquierdo no será 5, será 4.99. La solución exacta de la segunda es t = − 1

6 o t = −0.16.

Otra forma de solucionar la segunda ecuación es pensar que (3 + t)2− t2 es una diferencia de cuadrados y usar
un producto especial: A2 −B2 = [A−B] [A+B]

(3 + t)2 − t2 = 8 → [(3 + t)− t] [(3 + t) + t] = 8 → (3)(3 + 2t) = 8 → 9 + 6t = 8
y luego sigue igual...

Ejercicio 16: Solucione la ecuación (x− 3)(x+ 3)− (x− 3)2 = 6 de dos formas distintas.

1. Primero expanda y luego simplifique.

2. Primero factorice el factor común al lado izquierdo y luego simplifique cada factor.

Solución:

1. (x−3)(x+ 3)− (x−3)2 = 6 → x2−9−x2 + 6x−9 = 6 → 6x−18 = 6 → 6x = 24 → x = 4

2. (x− 3)(x+ 3)− (x− 3)2 = 6 → (x− 3) [(x+ 3)− (x− 3)] = 6 → (x− 3)(x+ 3− x+ 3) = 6 →

→ (x− 3)(6) = 6 → x− 3 = 1 → x = 4

Ejercicio 17: Solucione la ecuación
w(w − 1)

w − 1
− w = 4− 7w.

Solución: w = 4/7

Ejercicio 18: Solucione la ecuación (1− h)2 + 2h− 1 = (2h+ 3)− (2h+ 5).

Trabajemos esos mismos métodos que usamos para solucionar ecuaciones, ahora en el despeje de cualquier va-
riable en ecuaciones de varias variables.

Ejercicio 19: En cada una de las siguientes ecuaciones, despeje b:

(1) a− b = c (2) a+ bc = d (3) ab = c

Solución del segundo: a+ bc = d → bc = d− a → b =
d− a
c

Ejercicio 20: La utilidad, U , de un negocio (o las ganancias) se calcula restando los gastos, g, de los ingresos,
i. Exprese eso de tres formas distintas (despejando cada variable).

Solución: U = i− g U + g = i g = i− U

Ejercicio 21: En la ecuación a− bc = d,

1. despeje a:

2. despeje b:

3. despeje c:

2.2. Momento 2: Plantear ecuaciones (tipo ax = b o x + a = b; o con dos variables y
un número o variable a un lado de la igualdad)

En el segundo corte trabajamos mucho en la creación de expresiones algebraicas a partir de un contexto. Este
trabajo nos ayudará ahora en el trabajo de plantear ecuaciones. Hemos planteado también, en sesiones anteriores,
ecuaciones sencillas (del tipo ax = b) para solucionar problemas de porcentajes. Por ejemplo ¿5 es el 30 % de qué?
se soluciona planteando la ecuación: 5 = 0.30× i.
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Comencemos con ecuaciones de una sola variable y a un lado de la igualdad sólo un número.

Ejercicio 22: Si Ana ganara cuatro veces más de lo que gana hoy, ganaŕıa $13 680 000. ¿Cuánto gana Ana hoy
en d́ıa?

1. Escoja la variable y aclare qué representa.
2. Escriba una ecuación.
3. Soluciónela.
4. Interprete el resultado y responda a la pregunta.

Solución:

1. Muchas veces la pregunta misma nos da la pista de cuál es la variable que nos conviene tomar.
a: lo que Ana gana hoy en d́ıa

2. Si Ana ganara cuatro veces más, ganaŕıa 4a. Y si ganara cuatro veces más, eso seŕıa $13 680 000.
Aśı, la ecuación resultante es

4a = 13 680 000

3. Para solucionarla, dividimos por 4 a ambos lados, y obtenemos a = 3 420 000.

4. Hoy en d́ıa, Ana gana $ 3 420 000.

Ejercicio 23: Hace 18 años Manuel teńıa 43 años. ¿Cuántos años tiene Manuel hoy?
Escoja la variable y aclare qué representa. Escriba una ecuación. Soluciónela e interprete el resultado.

Solución:
m: la edad que Manuel tiene hoy en d́ıa.
Hace 18 años Manuel teńıa m− 18 años. Y sabemos que hace 18 años teńıa 43 años. Por lo tanto la ecuación es:

m− 18 = 43

Para solucionarla, sumamos 18 a ambos lados y obtenemos m = 61. Hoy en d́ıa Manuel tiene 61 años.

Ejercicio 24: Compré 6 empanadas. Pagué con un billete de $20 000 y me devolvieron $2 900. ¿Cuánto costó ca-
da empanada? Escoja la variable y aclare qué representa. Escriba una ecuación. Soluciónela e interprete el resultado.
Luego compare su ecuación con la de algún compañero.

Nota: Hay varias posibilidades. Es interesante compararlas y comprender que son ecuaciones equivalentes. Por
ejemplo, si llamamos e al costo de una empanada,

Lo de las seis empanadas costó 20 mil pesos menos 2 900 pesos: 6e = 20 000− 2 900

Lo de las seis empanadas más 2 900 pesos debe ser 20 000 pesos: 6e+ 2 900 = 20 000

Planteemos ecuaciones de dos variables y a un lado de la igualdad sólo un número o sólo una variable. Esto nos
permite hablar de soluciones en un sentido más amplio (y no sólo manipular una ecuación para despejar una va-
riable y aśı solucionarla). Una ecuación con varias variables puede tener muchas soluciones.

Ejercicio 25: Cada semana, Bernardo tiene 5 horas de clase más que Natalia. Si Bernardo tiene b horas de
clase a la semana y Natalia tienen n horas de clase por semana, escriba una ecuación (usando las variables b y n)
para representar esta situación.

Solución: b = n + 5 (también es válido escribir b − 5 = n, que se leeŕıa, “Natalia tiene 5 horas menos de clase
que Bernardo”).

Nota: ¿Qué querŕıa decir solucionar esta ecuación? Con sólo la información dada, existen varias soluciones. Por
ejemplo, Natalia tiene 15 horas de clase y Bernardo tiene 20, o Bernardo tiene 14 horas a la semana y Natalia tiene
9, etc. Dado el número de horas de uno de los dos, podemos calcular las del otro.
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Ejercicio 26: El producto de dos números es 180. Escriba una ecuación para representar esta situación.

Solución: Sean x y y los dos números. La ecuación es xy = 180.
¿Cuáles pueden ser esos dos números? Nuevamente hay muchas soluciones! Por ejemplo:
x = 1 y y = 180 o x = 30 y y = 6 o x = −20 y y = −9 o x = 0.4 y y = 450 etc.

Ejercicio 27: Una chocolatina cuesta c pesos y un dulce cuesta d pesos. Alejandra pagó $4 200 por 7 chocolatinas
y 4 dulces. Escriba una ecuación para representar esta situación.

2.3. Momento 3: Expresiones algebraicas (Simplificar expresiones racionales,
polinomio
polinomio

,

por medio de factorización usando los métodos aprendidos en el corte 2)

Simplificar expresiones racionales factorizando un monomio arriba y abajo.

Se pueden simplificar expresiones algebraicas por medio de factorización. Comencemos por casos sencillos y a
lo largo del corte iremos trabajando casos más complejos.

Cuando se tiene un polinomio dividido entre otro polinomio se puede hacer división de polinomios (si el grado
del polinomio de arriba es más grande que el grado del polinomio de abajo). En algunos casos, sin embargo, resulta
más fácil factorizar y simplificar.

Ejemplo:
21x3 − 14x

7x
=?

Si planteamos la división ((21x3 + 0x2 − 14x + 0) ÷ (7x + 0)), obtenemos un cociente de 3x2 − 2 y un residuo

de 0. Aśı, concluimos que
21x3 − 14x

7x
= 3x2 − 2.

Este mismo resultado puede obtenerse sin plantear la división. Factorice al máximo el polinomio de arriba
(usando el factor común) y luego simplifique:

21x3 − 14x

7x
=

7x(3x2 − 2)

7x
= 3x2 − 2

Ejercicio 28: Simplifique
4x3 + x2

5x− 2x2
.

Para simplificar expresiones como esta, muchas veces conviene factorizar arriba y abajo y luego si simplificar.
Observe:

4x3 + x2

5x− 2x2
=
x2(4x+ 1)

x(5− 2x)
=
x(4x+ 1)

5− 2x
=

4x2 + x

5− 2x

Ejercicio 29: Simplifique las siguientes expresiones:

(1)
4m3

m5 − 4m4 +m3
(2)

6rt− 2rt3

4r2t+ 28rt2
(3)

6d3 − 16d2

15d− 40

Solución:

1. 4m3

m5−4m4+m3 = 4m3

m3(m2−4m+1) = 4
m2−4m+1

2. 6rt−2rt3
4r2t+28rt2 = 2rt(3−t2)

4rt(r+7t) = 3−t2
2(r+7t) = 3−t2

2r+14t

3. 6d3−16d2
15d−40 = 2d2(3d−8)

5(3d−8) = 2d2

5

Nota: en el último caso podŕıa plantearse la división. Sin embargo, los coeficientes no seŕıan enteros (lo que
haŕıa el proceso más tedioso).
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Simplificar expresiones racionales factorizando por reagrupación.

Ejercicio 30: Factorice la expresión 4a3 − 4a+ a2b− b por reagrupación.

Solución: 4a3 − 4a+ a2b− b = 4a(a2 − 1) + b(a2 − 1) = (4a+ b)(a2 − 1)

Ejercicio 31: Factorice numerador y denominador usando el método de reagrupación. Luego simplifique.

5x3 − 15x2 + 2x− 6

2x2 − x− 6x+ 3
=

Ejercicio 32: Un bar fue inaugurado el 14 de febrero del 2017. A medida que pasan las semanas el bar va
ganando renombre y fama. El gerente calcula, semana a semana, cuánta gente entra al bar y cuál es el ingreso por
concepto de entrada. Concluye que en la semana n, entran al bar 23 + 9n personas y los ingresos generados por
entradas al bar son de 414 000 + 162 000n pesos.

1. ¿Cuántas personas entraron al bar en la semana 8? ¿Cuáles fueron los ingresos por entradas en la semana 8?
¿Cuánto costaba la entrada al bar esa semana?

2. Cree una expresión algebraica para expresar lo que cuesta la entrada al bar en la semana n.

3. Evalúe su expresión algebraica para las semanas 8, 11 y 52.

4. ¿Cuál es la unidad de la razón
ingresos por entradas al bar

número de personas que entran
?

5. Muestre que la razón
ingresos por entradas al bar

número de personas que entran
es constante (no depende de la semana). Muéstrelo

algebraicamente (usando factorización).

6. ¿En qué semana los ingresos (por concepto de entradas) fueron de $6 570 000? ¿Cuánta gente entró esa semana?

Solución:

1. En la semana 8 entraron al bar 95 personas (23 + 9(8) = 95) y los ingresos por entradas fueron de $ 1 710 000
(414 000 + 162 000(8) = 1 710 000). Por lo tanto, entrar al bar costaba $ 18 000 ( 1 710 000

95 = 18 000).

2.
414 000 + 162 000n

23 + 9n

3. Evaluemos:

En n = 8, 414 000+162 000(8)
23+9(8) = 18 000.

En n = 11, 414 000+162 000(11)
23+9(11) = 18 000.

En n = 52, 414 000+162 000(52)
23+9(52) = 18 000.

4. La unidad de
ingresos por entradas al bar

número de personas que entran
es “pesos/persona”.

5.
ingresos por entradas al bar

número de personas que entran
=

414 000 + 162 000n

23 + 9n
=

18 000(23 + 9n)

23 + 9n
= 18 000

6. Debemos solucionar 414 000 + 162 000n = 6 570 000

414 000 + 162 000n = 6 570 000 → 162 000n = 6 156 000 → n = 38

En la semana 38 los ingresos por entradas fueron de $6 570 000.

Esa semana entraron 365 personas al bar (23 + 9(38)).
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3. Semana 12 - Sesión 1

3.1. Momento 1: Radicales y Exponentes racionales

En sesiones anteriores hemos trabajado con exponentes enteros (positivos y negativos), y hemos concluido varias
propiedades de exponentes.

(a · b)c = ac · bc
(a
b

)c
=
ac

bc
ab · ac = ab+c

ab

ac
= ab−c a−b =

1

ab
(
ab
)c

= ab·c

Estas propiedades se cumplen también para exponentes racionales.

Ejemplo: Calcule

(
20

1
2

52 ·5
3
4

)4

a mano primero y luego verifique usando la calculadora.

A mano (identifique qué propiedad se usa en cada paso):

(
20

1
2

52 ·5
3
4

)4

=

(
20

1
2

5
2+ 3

4

)4

=

(
20

1
2

5
8
4
+ 3

4

)4

=

(
20

1
2

5
11
4

)4

=

(
20

1
2

)4

(
5

11
4

)4 = 20
1
2
×4

5
11
4

×4
= 202

511 = (4·5)2
511 = 42·52

511 = 42 ·52−11 = 42 ·5−9

Con la calculadora: ((20 ∧ (1÷ 2))÷ ((5 ∧ 2) (5 ∧ (3÷ 4))))
4

= 8.192× 10−6

Comprobemos, con la calculadora, que el resultado que obtuvimos a mano está bien:

42 · 5−9 = 8.192× 10−6 = 0.000 008 192

Ejercicio 1: Simplifique y calcule las siguientes expresiones numéricas (sin usar la calculadora):

(a)
(
43/5

)5
(b) 553/2

551/2
(c) 6

1
3 · 6

5
2 (d)

(
1
5 × 5

− 2
3

) 3
5

Solución:
(a)

(
43/5

)5
= 4

3
5 ·5 = 43 = 64

(b) 553/2

551/2
= 55

3
2− 1

2 = 55
2
2 = 551 = 55

(c) 6
1
3 · 6

5
2 = 6

1
3
+ 5

2 = 6
3
6
+ 15

6 = 6
18
6 = 6

3

= 216

(d)
(

1
5 × 5

− 2
3

) 3
5

=
(

5−1 × 5
− 2

3

) 3
5

=
(

5
−1+(− 2

3
)
) 3

5

=
(

5
−1− 2

3

) 3
5

=
(

5
− 3

3
− 2

3

) 3
5

=
(

5
− 5

3

) 3
5

= 5
− 5

3
× 3

5 = 5
−1

= 0.2

Radicales como exponentes racionales

Estudiemos ahora cómo escribir un radical (una ráız) como un número con un exponente racional.

Ejercicio 2: A partir de los tres ejemplos dados, concluya cuál es la fórmula:

5
√
−14 = (−14)

1
5

18
√

2033 = 2033
1
18

√
5 = 51/2

Fórmula general: n
√
a =

La relación entre radicales y exponentes racionales está dada por: n
√
a = a

1
n .

Ejercicio 3: Use la calculadora para verificar los ejemplos del ejercicio anterior. Hágalo de dos formas distintas:

1. Usando la tecla x
√

(quizás en su calculadora no es una tecla directa sino que debe usar SHIFT).

2. Usando el exponente racional.

Por ejemplo, para mostrar que 3
√
−8 = (−8)

1
3

escribimos en la calculadora “3 x
√

(−8) =” por un lado, y
por el otro, escribimos “(−8) ∧ (1÷ 3) =”. En ambos casos obtenemos −2.
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Ejercicio 4: Escriba 20
√
−1 usando exponentes racionales. Verifique (usando la calculadora) que 20

√
−1 no

está definido.

Cuando definimos los radicales dećıamos que, por ejemplo, 5
√

18 es el número que elevado a la 5 da 18.

Eso lo escrib́ıamos como
(

5
√

18
)5

= 18. Si usamos el hecho de que 5
√

18 = 18
1
5 , esta afirmación sentido pues

(
5
√

18
)5

=
(

18
1
5

)5
= 18

1
5
·5

= 181 = 18.

Observe que a
n
m se puede escribir como (an)

1
m , es decir, m

√
an. Por otro lado, a

n
m se puede escribir como

(
a

1
m

)n
,

es decir, ( m
√
a)
n
. Por ejemplo,

(
9
√

250
)4

= 250
4
9 y

9
√

2504 = 250
4
9 .

Por esta razón, n
√
an = a y ( n

√
a)
n

= a (mientras todas las ráıces estén definidas).

Ejemplo: Escribamos el número 2 de varias maneras (usando exponentes o radicales).

21 = 2
√

2
2

=
(

2
1
2

)2
= 21 5

√
25 =

(
2

1
5

)5
= 21

5
√

25 =
(
25
) 1

5 = 21

2
1
3 × 2

2
3 = 21

√
4 = 2 4

1
2

√
22 3

√
8

81/3 = (2× 4)1/3 = 2 3
√

2× 3
√

4 = 2
1
3 × 4

1
3 = 2

1
3 ×

(
22
) 1

3 = 2
1
3 × 2

2
3 = 21

Ejercicio 5: Simplifique y calcule las siguientes expresiones numéricas (sin usar la calculadora):

(a)
(

7
√

0.5
)14

(b) 256
1
4 (use el hecho de que 44 = 256) (c) 64

1
2 − 64

1
6

Solución:

(a)
(

7
√

0.5
)14

=
(

0.5
1
7

)14
= 0.5

1
7 ·14 = 0.52 = 0.25

(b) 256
1
4 =

(
44
) 1

4 = 4

(c) 64
1
2 − 64

1
6 =
√

64− 6
√

64 = 8− 2 = 6

¿Cómo fue eso?
√

64 =
√

82 = 8 y 6
√

64 =
6
√

26 = 2.

Ojo! No caiga en la tentación de hacer 64
1
2 − 64

1
6 = 64

1
2− 1

6 ! La fórmula ab − ac = ab−c NO existe!

Ejercicio 6: Simplifique la expresión numérica 4
√

20×
√

20 hasta escribirla como 20r.

Solución: 4
√

20×
√

20 = 20
1
4 × 20

1
2 = 20

1
4+

1
2 = 20

1
4+

2
4 = 20

3
4 .

La r es 3
4 . Nota: 20

3
4 =

4
√

203 =
(

4
√

20
)3

Como n
√
a = a

1
n , las propiedades de exponentes tienen sus propiedades de radicales correspondientes. Por ejem-

plo, n
√
a · b = (a · b)

1
n

= a
1
n · b

1
n = n

√
a · n
√
b.

Propiedad general, n
√
a · b = n

√
a · n
√
b

Esta propiedad en particular resulta muy útil para simplificar radicales.

Ejemplo:

1.
√

45 =
√

9× 5 =
√

9×
√

5 = 3
√

5

2. 5
√

128 = 5
√

2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 =
5
√

25 · 22 =
5
√

25 · 5
√

22 = 2 5
√

4

Cuando decimos “simplificar un radical” nos referimos a dejar, dentro de la ráız, el entero más pequeño posible.
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Ejercicio 7: Simplifique los siguientes radicales

(a) 3
√

81 (b)
√

1000 (c)
4
√

24 · 35 · 6 · 88

Solución:
(a) 3

√
81 = 3

√
3 · 3 · 3 · 3 =

3
√

33 · 3 =
3
√

33 · 3
√

3 = 3 · 3
√

3
(b)

√
1000 =

√
100× 10 =

√
100×

√
10 = 10

√
10

(c)
4
√

24 · 35 · 6 · 88 =
4
√

22 · 34 · 3 · 6 · 84 · 84 = 2 · 3 · 8 · 8 · 4
√

3 · 6 = 384 · 4
√

18

3.2. Momento 2: Solucionar ecuaciones (solucionar ecuaciones de tipo xn = d)

Como vimos en el corte 2, para solucionar x2 = 17, nos preguntamos ¿qué número(s) al cuadrado da(n) 17?
Encontramos dos: ±

√
17.

¿Qué pasa con x2 = −17? Esa ecuación no tiene solución, pues no hay número que al ser elevado al cuadrado
de negativo.

Ahora, si queremos solucionar x3 = 8, nos preguntamos ¿qué número(s) al cubo da(n) 8? El 2 sirve! En cambio
el −2 no sirve (pues (−2)3 = −8). Esa ecuación tiene una sola solución.

¿Qué pasa con x4 = 81? ¿Qué número(s) a la cuatro da(n) 81? Nuevamente hay dos soluciones: el 3 y el −3.

x2 = 17

x = ±
√
17

x3 = 8

x = 2

x3 = 22

x =
√
223

x4 = 81

x = ±3

x4 = 55

x = ±
√
55

4

x2 = 64

x = ±8

x5 = 1024

x = 4

x5 = 209

x =
√
2095

En general, el número de soluciones depende de si el exponente es par o impar.

Si n es par y d es positivo, entonces xn = d tiene dos soluciones: x = ± n
√
d

Si n es par y d es negativo, entonces xn = d no tiene solución.

Si n es impar, entonces xn = d tiene una sola solución: x = n
√
d

Ejercicio 8:

1. ¿Qué número(s) al cubo da(n) 27?

2. Solucione la ecuación k3 = 27.

Ejercicio 9:

1. ¿Qué número(s) a la 4 da(n) 16?

2. Solucione la ecuación z4 = 16.

Ejercicio 10: Solucione las siguientes ecuaciones y verifique.

(a) r6 = 15 625 (b) − 256 = t4 (c) 256 = t4

(d) y3 = 125 (e) y3 = −125 (f) 1400 = x17

Ejercicio 11: Solucione la ecuación h3 = 345 600 y simplifique la solución
(es decir, escriba la solución como a · n

√
b con b el entero más pequeño posible)

Solución: h3 = 345 600 → h = 3
√

345 600
h = 3
√

345 600 = 3
√

2 · 3 · 3 · 3 · 4 · 4 · 4 · 4 · 5 · 5 =
3
√

2 · 33 · 43 · 4 · 52 = 3 · 4 · 3
√

2 · 4 · 52 = 12 · 3
√

200
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Ejercicio 12: Solucione la ecuación w4 = 5.0625 × 10−16 . Dé la solución en notación estándar y en notación
cient́ıfica. Verifique su respuesta usando la calculadora.

Ejercicio 13: Un televisor de 50 pulgadas tiene 43.6 pulgadas de largo. ¿Cuál es su alto?

Para solucionar este problema, definimos la variable, a, el alto del televisor y luego planteamos una ecuación.
Cuando a uno le dicen las dimensiones de una pantalla en una sola medida uno-dimensional, se refieren a la diago-
nal. Usamos entonces el teorema de Pitágoras para plantear la ecuación a2 + (43.6)2 = 502. Haga un dibujo que le
permita comprender la ecuación. Soluciónela e interprete la solución.

Solución: a2 + (43.6)2 = 502 → a2 = 502 − 43.62 → a = ±
√

502 − 43.62 ≈ ±24.48 pulgadas
Como a es la altura del televisor, es una longitud, entonces se toma el valor positivo.
El televisor tiene al rededor de 24.5 pulgadas de alto.

Ejercicio 14: Un tanque de agua cúbico tiene un volumen de 24 m3. ¿Cuánto mide cada lado del tanque?

Solución: Para solucionar este problema, definimos la variable, `, el lado del tanque. Como es cúbico, todos sus
lados miden lo mismo. Luego planteamos una ecuación: `3 = 24. Para solucionarla se toma la ráız cúbica y hay
una sola solución ` = 3

√
24 ≈ 2.88 m. Cada lado del tanque mide aproximadamente 2.88 metros (es decir, 288 cm).

Ejercicio 15: Considere un cuadrado. Al aumentar un lado de un cuadrado en 4 cm y disminuir el otro lado
en 4 cm, se obtiene un rectángulo de área 48 cm2. ¿Cuál era el área del cuadrado original?

Para solucionar este problema, definimos la variable, x, que representa el lado del cuadrado original. La ecuación
que se plantea es:

(x+ 4)(x− 4) = 48

1. Entienda y explique la ecuación (es decir, ¿qué es el x+ 4?, ¿qué es el x− 4?, ¿por qué se multiplican?, ¿por
qué se iguala a 48?).

2. Soluciónela e interprete el resultado.

3. ¿Cuál era el área del cuadrado original?

Solución:

cuadrado original

x

x

x− 4

x+ 4

área = lado × lado

área = (x+ 4)(x− 4)

área
= 48

48 = (x+ 4)(x− 4)

Si x es el lado original, entonces x2 es el área original.
(x+ 4)(x− 4) = 48 → x2 − 16 = 48 → x2 = 64 → x = ±8
El lado del cuadrado original era 8 cm (se toma el valor positivo pues se trata de una longitud).
El área del cuadrado original era 64 cm2.
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3.3. Momento 3: Polinomios (problemas geométricos de división de polinomios; fac-
torizar polinomios de grado 2 con coeficiente principal igual a 1 sin usar aún
fórmula cuadrática)

En semanas anteriores se trabajó el algoritmo de la división de polinomios y se analizó como reescribir a
b tanto

en el caso de división exacta como en el caso de división inexacta.

a b
q

r

División exacta: si r = 0
a
b = q

División inexacta: si r 6= 0
a
b = q + r

b

En la sesión de hoy retomamos este tema con el fin de solucionar problemas geométricos. Comencemos haciendo
un ejemplo sencillo con números para luego pasar a un ejemplo con polinomios.

Ejemplo 1: Un patio tiene 3.42 m de ancho. Si el área del patio es 15.39 m2, ¿cuánto es su largo?

Solución: Llame ` al largo del patio. El área se calcula largo × ancho. Aśı, ` × 3.42 = 15.39. Dividimos entre
3.42 a ambos lados y obtenemos ` = 15.39

3.42 = 4,5.
Conclusión: El patio tiene 4.5 m de largo.

Ejemplo 2: Un rectángulo tiene área 2x2 + 15x− 8. Uno de sus lados mide x+ 8. ¿Cuánto mide el otro lado?

Solución: Llame ` al lado del rectángulo que estamos buscando. El área se calcula aśı: largo × ancho. Por lo
tanto,

(x+ 8)× ` = 2x2 + 15x− 8

Para despejar `, dividimos entre x+ 8 a ambos lados y obtenemos

` =
2x2 + 15x− 8

x+ 8

Planteamos la división y obtenemos cociente 2x− 1 y residuo 0. Concluimos entonces que ` = 2x− 1.

Conclusión: El otro lado del rectángulo mide 2x− 1.

Ejercicio 16: Un rectángulo tiene área 12t4−6t3−69t2 +36t−18. Uno de sus lados mide 4t2−2t+1. ¿Cuánto
mide el otro lado?

Solución: Llame ` al lado del rectángulo que estamos buscando. El área se calcula largo× ancho. Aśı,

(4t2 − 2t+ 1)× ` = 12t4 − 6t3 − 69t2 + 36t− 18

Dividimos entre 4t2 − 2t+ 1 a ambos lados y obtenemos

` =
12t4 − 6t3 − 69t2 + 36t− 18

4t2 − 2t+ 1

Planteamos la división y obtenemos residuo 0. Concluimos entonces que ` = 3t2 − 18.

Conclusión: El otro lado del rectángulo mide 3t2 − 18.

Verifique calculando (4t2 − 2t+ 1)(3t2 − 18).
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Ejercicio 17: Una caja tiene un volumen de 462 cm3. Las dimensiones de la base son 6 cm × 7 cm. ¿Cuánto
mide la altura?

Solución: Llamemos a a la altura de la caja (la incógnita). El volumen de una caja se calcula haciendo
lado× lado× lado. Eso es 6× 7× a. Por otro lado sabemos que el volumen es 462. Aśı obtenemos la ecuación

6× 7× a = 462

Para resolverla, comenzamos por multiplicar el 6 y el 7 (42 × a = 462) y luego dividimos entre 42 a ambos lados,
obteniendo a = 462

42 = 11. Conclusión: La altura de la caja es 11 cm.

Ejercicio 18: Una caja tiene ancho de x + 1 cent́ımetros. El largo mide 2 cent́ımetros más que el ancho. El
volumen es 2x3 + 3x2 − 14x− 15. ¿Cuál es la altura?

Solución:

ancho = x+ 1

largo = (x+ 1) + 2 = x+ 3

altura =?

volumen = ancho× largo× altura = (x+ 1)× (x+ 3)× altura = 2x3 + 3x2 − 14x− 15

(x2 + 4x+ 3)× altura = 2x3 + 3x2 − 14x− 15

x+ 1 x
+
3

a
lt
u
ra

altura = 2x3+3x2−14x−15
x2+4x+3

2x3 + 3x2 − 14x− 15 x2 + 4x+ 3

2x− 5
2x3 + 8x2 + 6x

−5x2 − 20x− 15

−5x2 − 20x− 15

0
residuo 0 altura = 2x3+3x2−14x−15

x2+4x+3 = 2x− 5

Conclusión: La altura de la caja es 2x− 5.

Ejercicio 19: Una caja tiene base cuadrada. Su altura es 5r+ 2 y tiene un volumen de 45r3−102r2 + 32r+ 32.

1. ¿Cuál es el área de la base?

2. ¿Cuáles son las dimensiones de la base? (Ayuda: piense en productos especiales!)

Factorizar polinomios de grado 2 con coeficiente principal =1

Los polinomios de grado 2 (ax2 + bx + c) son utilizados con frecuencia (dan origen a las parábolas). Algunos
polinomios de grado 2 son factorizables y otros no. Comencemos por analizar polinomios de grado 2 con coeficiente
principal 1 (x2+bx+c), que si son factorizables y que son fácilmente factorizables (es decir, que pueden factorizarse
usando ensayo y error).

Por ejemplo, x2 + 2x− 35 se factoriza como (x− 5)(x+ 7).
Verifique primero: (x− 5)(x+ 7) = x2 + 7x− 5x− 35 = x2 + 2x− 35.
Pero, ¿cómo llegamos a esa factorización? ¿Cómo se relacionan el 2 y el −35 con el −5 y el 7? ¿Cómo, a partir

de −5 y el 7, podemos obtener el 2 y el −35?
La suma: (−5) + 7 = 2
La multiplicación: (−5)(7) = −35

Para factorizar x2 + 2x− 35, debemos buscar dos números enteros que sumados den 2 y multiplicados den −35.
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Ejemplo: Para factorizar x2 + 11x+ 24, debemos buscar dos números que sumados den 11 y multiplicados den
24. Conviene comenzar por la multiplicación. Hagamos una lista de opciones para el 24 y escojamos aquella pareja
de números cuya suma sea 11.

1× 24 esta pareja no sirve, pues 1 + 24 = 25 6= 11

(−1)× (−24) no, pues (−1) + (−24) = −25 6= 11

Las parejas de dos números negativos no sirven en este caso pues la suma seŕıa negativa. Sigamos con parejas de
positivos.

2× 12 no, pues 2 + 12 = 14 6= 11

4× 6 no, pues 4 + 6 = 10 6= 11

3× 8 Si! pues 3 + 8 = 11!

Nuestros números son 3 y 8 (ambos positivos). Podemos factorizar entonces: x2 + 11x+ 24 = (x+ 3)(x+ 8).
Verifiquemos: (x+ 3)(x+ 8) = x2 + 8x+ 3x+ 24 = x2 + 11x+ 24

Ejercicio 20: Factorice t2 + 4t− 12.

Solución: Buscamos dos números cuya suma sea 4 y cuyo producto sea −12.
(−1)× 12 no, pues (−1) + 12 = 11 6= 4
1× (−12) no, pues 1 + (−12) = −11 6= 4
2× (−6) no, pues 2 + (−6) = −4 6= 4
(−2)× 6 Si! pues (−2) + 6 = 4!
Nuestros números son −2 y 6.
Aśı, t2 + 4t− 12 = (t− 2)(t+ 6). Verifique.

Ejercicio 21: Factorice los siguientes polinomios de grado 2.

(1) r2 − 9r − 10 (2) p2 − 13p+ 40 (3) q2 + 12q + 36

Solución:

1. r2 − 9r − 10 = (r + 1)(r − 10)

2. p2 − 13p+ 40 = (p− 8)(p− 5)
Nota: por el 40 sabemos que ambos números deben ser positivos o ambos números deben ser negativos (pues
la multiplicación es positiva), y por el −13 sabemos que deben ser negativos.

3. q2 + 12q + 36 = (q + 6)(q + 6) = (q + 6)2

Nota: observe que este último ejemplo es uno de los productos especiales que ya hab́ıamos estudiado en el
segundo corte: a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2

Ejercicio 22: Factorice los siguientes polinomios:

(1) x2 + 4x− 32 (2) y2 + 13y + 12 (3) z2 − 7z + 12 (4) w2 − 25

Solución y discusión del último: Usando lo que acabamos de aprender, podemos reescribir w2−25 como w2+0w−25
y buscar una pareja de números que multiplicados den −25 y sumados den 0: son el 5 y el −5. Aśı,

w2 − 25 = (w + 5)(w − 5)

Sin embargo, en el segundo corte ya sab́ıamos factorizar w2−25, pues resulta ser un producto especial, una diferencia
de cuadrados (a2 − b2 = (a+ b)(a− b)).
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Ejemplo: Use factorización para simplificar la expresión algebraica
d2 − 8d+ 16

d2 − d− 12

Debemos comenzar por factorizar el numerador y el denominador.

¿Cómo factorizamos d2 − 8d + 16 ? Como se trata de un polinomio de grado 2 con coeficiente principal 1,
podemos tratar de factorizarlo buscando una pareja de números que multiplicados den 16 y sumados den −8:
son −4 y −4. Aśı, d2 − 8d+ 16 = (d− 4)(d− 4). Hubiéramos también podido identificar que d2 − 8d+ 16 es
un producto especial: a2 − 2ab+ b2 y factorizarlo como (a− b)2.

¿Cómo factorizamos d2 − d − 12 ? Este, en cambio, no es un producto especial. Pero (3)(−4) = −12 y
(3) + (−4) = −1. Aśı, d2 − d− 12 = (d+ 3)(d− 4).

Ahora reescribamos la expresión racional y simplifiquemos:

d2 − 8d+ 16

d2 − d− 12
=

(d− 4)2

(d+ 3)(d− 4)
=

(d− 4)

(d+ 3)
=
d− 4

d+ 3

Ejercicio 23: Use factorización para simplificar la expresión racional
x2 − 4

2 + x
.

Solución: La expresión x2−4 es una diferencia de cuadrados (usando uno de los productos especiales la podemos
factorizar). Con la expresión 2 + x no podemos hacer nada. Una vez factorizado el numerador, arriba aparece un
x+ 2 que se puede cancelar con el 2 + x de abajo (pues x+ 2 = 2 + x).

x2 − 4

2 + x
=

(x− 2)(x+ 2)

2 + x
= x− 2

Ejercicio 24: Simplifique la expresión
3y − 2

9y2 − 6y + 4
.

Solución: 3y−2
9y2−6y+4 = 3y−2

(3y−2)(3y−2) = 3y−2
(3y−2)2 = 1

3y−2 .

Ejercicio 25: Simplifique la expresión
z2 − 2z − 8

z2 − 16
.

Solución: z2−2z−8
z2−16 = (z−4)(z+2)

(z−4)(z+4) = z+2
z+4 .

Ejercicio 26: Simplifique las siguientes expresiones:

(1)
a2 − 9a+ 18

a2 − 6a+ 9
(2)

3b2 − 15b

b2 − 3b− 10
(3)

4c2 − 1

4c2 + 4c+ 1

4. Semana 12 - Sesión 2

4.1. Momento 1: Solucionar ecuaciones (p(x) = 0, con p(x) ya factorizado con factores
lineales; con variables a ambos lados de la ecuación)

En sesiones anteriores hemos trabajado mucho la factorización y distintos casos de factorización:

factorización del factor común, por ejemplo: 4t3 − 6t2 = 2t2(2t− 3);

factorización usando productos especiales, por ejemplo: 64− w2 = (8− w)(8 + w);

factorización de cuadráticas con coeficiente principal igual a 1, por ejemplo: h2 + 2h− 63 = (h− 7)(h+ 9);

y factorización por agrupación, por ejemplo: 5r2 − 3r + 40r − 24 = r(5r − 3) + 8(5r − 3) = (5r − 3)(r + 8).
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Hasta ahora sólo hemos usado la factorización para simplificar expresiones, por ejemplo:

t4 − 7t3

30t2 − 210t
=

5t3(t− 7)

30t(t− 7)
=
t2

6

Hoy estudiaremos un caso (muy frecuente) en el cual tener una expresión factorizada es de suma utilidad.

Si A ·B = 0, ¿qué podemos decir de A?, ¿qué podemos decir de B?
Obligatoriamente, alguno de los dos debe ser 0! O quizás ambos.

Ejemplo: Si x(x+ 1) = 0, entonces ¿qué podemos asegurar? ¿Cómo solucionamos la ecuación x(x+ 1) = 0?

Solución: si el producto de x con x+ 1 es igual a cero, entonces obligatoriamente alguno de los dos factores es
cero! Ya sea x = 0 o x+ 1 = 0.
La ecuación x(x + 1) = 0 se convierte entonces en dos ecuaciones: x = 0 o x + 1 = 0. Pero cada una de estas
ecuaciones es fácil de solucionar! x = 0 ya está solucionada, y x + 1 = 0 se soluciona en un paso (restando 1 a
ambos lados). Se obtiene x = −1.

x(x+ 1) = 0

x = 0 x+ 1 = 0

x = −1

Aśı, la ecuación x(x+ 1) = 0 tiene dos soluciones: x = 0 y x = −1.
Verifique que ambas son solución.

Ejercicio 27: Si (y−2)(y+5) = 0, ¿qué podemos asegurar? ¿Cómo solucionamos la ecuación (y−2)(y+5) = 0?

Solución: Como el producto de (y − 2) con (y + 5) es cero, entonces podemos asegurar que alguno de los dos
factores debe ser cero.

(y − 2)(y + 5) = 0

y − 2 = 0 y + 5 = 0

y = 2 y = −5

La ecuación (y − 2)(y + 5) = 0 tiene dos soluciones: y = 2 y y = −5.

Verifiquemos que y = 2 es solución: (2− 2)(2 + 5) = 0× 7 = 0
√

Verifiquemos que y = −5 es solución: (−5− 2)(−5 + 5) = −7× 0 = 0
√

Ejercicio 28: Solucione las siguientes ecuaciones.

(1) (2a− 1)(4− a) = 0 (2) b2(5b+ 2) = 0 (3) 5(d+ 16) = 0

Ejercicio 29: ¿Funciona también si no se está igualando a cero? Por ejemplo, si tenemos (x + 1)(x + 3) = 8,
¿podemos separarlo en x+ 1 = 8 y x+ 3 = 8 ? Solucione, verifique y concluya.

Nota importante! Esta idea sólo funciona cuando el producto es cero! Observe: 2 · 4 = 8, y sin embargo, ni
2 = 8, ni 4 = 8.

Ejercicio 30: Solucione las siguientes ecuaciones.

(1) (2− 3c)(2c+ 3) = 0 (2) 3h(6h− 1) = 0 (3) (x+ 2)(3x− 4)(5− 6x) = 0
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Ejercicio 31: Determine el dominio de definición de cada una de las siguientes expresiones.

1. Dominio de definición de
`2(`− 3)

(`+ 1)(`− 5)
:

2. Dominio de definición de
(`+ 1)(`− 5)

`2(`− 3)
:

Solución: (1) R \ {−1, 5}, (2) R \ {0, 3}

Ecuaciones con la variable a ambos lados de la igualdad, que se simplifican y se obtiene ax = b o
xn = c con a, b y c reales

Comenzamos ahora el estudio de ecuaciones con la variable a ambos lados de la ecuación.

Ejemplo: Solucione la ecuación 3− 5t+ 2 = 3t+ 1− 4t

Solución: Comenzamos por simplificar cada lado de la ecuación si es posible.

3− 5t+ 2 = 3t+ 1− 4t

−5t+ 5 = −t+ 1

−5t+ 5 + t = −t+ 1 + t

−4t+ 5 = 1

−4t = 1− 5

t = −4
−4

t = 1

Para deshacernos del − t de la derecha, sumemos t a ambos lados.

Observe que luego de simplificar, cuando se obtuvo −5t+ 5 = −t+ 1, se tomó la decisión de sumar t a ambos
lados para quitar la variable del lado derecho. Hubiéramos también podido tomar otra decisión: sumar 5t a ambos
lados. Observe:

−5t+ 5 = −t+ 1

−5t+ 5 + 5t = −t+ 1 + 5t

5 = 4t+ 1

5− 1 = 4t+ 1− 1

4 = 4t
4
4 = t

1 = t

Ejercicio 32: Solucione la ecuación 2x2 − 10x+ 35 = 3(x− 3)2 + 8x.

Solución:

2x2 − 10x+ 35 = 3(x− 3)2 + 8x

2x2 − 10x+ 35 = 3(x2 − 6x+ 9) + 8x

2x2 − 10x+ 35 = 3x2 − 18x+ 27 + 8x

2x2 − 10x+ 35 = 3x2 − 10x+ 27

2x2 − 10x+ 35− 2x2 = 3x2 − 10x+ 27− 2x2

−10x+ 35 = x2 − 10x+ 27

Restemos 2x2 a ambos lados:

(sigue en la siguiente página)
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Sumemos 10x a ambos lados:

−10x+ 35 + 10x = x2 − 10x+ 27 + 10x

35 = x2 + 27

Restemos 27 a ambos lados:

8 = x2

±
√
8 = x

±2
√
2 = x

Verifiquemos que
√

8 es solución usando la calculadora:
lado izquierdo = 2(

√
8) ∧ 2− 10

√
8 + 35 ≈ 22.71572875

lado derecho = 3(
√

8− 3) ∧ 2 + 8
√

8 ≈ 22.71572875

Verifiquemos que −
√

8 es solución usando la calculadora:
lado izquierdo = 2(−

√
8) ∧ 2− 10(−

√
8) + 35 ≈ 79.28427125

lado derecho = 3(−
√

8− 3) ∧ 2 + 8(−
√

8) ≈ 79.28427125

Ejercicio 33: A continuación se muestran tres formas distintas de solucionar la ecuación x3 − 1 = 2x3. En
equipos de tres, cada uno escoja una, estúdiela (en 1 minuto) y expĺıquesela a los otros dos (un minuto cada uno).
Explique qué pasó en cada paso de la solución. Aquel que escogió el procedimiento más corto, explique primero.

x3 − 1 = 2x3 x3 − 1 = 2x3

x3 − 1− 2x3 = 2x3 − 2x3

−x3 − 1 = 0

−x3 − 1 + x3 = 0 + x3

−1 = x3

√
−1 = x3

−1 = x

x3 − 1− 2x3 = 2x3 − 2x3

−x3 − 1 = 0

−x3 − 1 + 1 = 0 + 1

−x3 = 1

x3 = −1

x =
√
−13

x = −1

x3 − 1 = 2x3

x3 − 1− x3 = 2x3 − x3

−1 = x3

√
−1 = x3

−1 = x

Ejercicio 34: Solucione, de manera individual, la ecuación 4t4 + t− 0.5 + t = 2t+ 3t4. Al terminar, comparta
su proceso y su solución con un compañero.

Solución:

4t4 + t− 0.5 + t = 2t+ 3t4

4t4 + 2t− 0.5 = 2t+ 3t4

4t4 + 2t− 0.5− 2t− 3t4 = 2t+ 3t4 − 2t− 3t4

t4 − 0.5 = 0

t4 = 0.5

t = ±
√
0.54

t ≈ ±0.84

4.2. Momento 2: Solucionar problemas (planteando ecuaciones con una variable y
dos operaciones)

Ejercicio 35: Esta semana Jerónimo tiene 6 horas más de clases que el doble de lo que tiene su hermano Mateo.

1. Si Mateo tiene 12 horas de clase esta semana, ¿cuántas tiene Jerónimo?

2. Si Jerónimo tiene 12 horas de clase esta semana, ¿cuántas tiene Mateo?
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Ejercicio 36: Si Lućıa tuviera 16 seguidores más en Twitter, tendŕıa tres veces más de los que tiene Felipe.

1. Suponga que Lućıa tiene ` seguidores y Felipe tiene f seguidores. Escriba una ecuación para expresar la
situación descrita.

2. Suponga que Lućıa tiene 848 seguidores, ¿cuántos tiene Felipe?

3. Suponga que Felipe tiene 31 seguidores, ¿cuántos tiene Lućıa?

Solución:
(1) `+ 16 = 3f
(2) 848 + 16 = 3f → 864 = 3f → 288 = f Felipe tiene 288 contactos.
(3) `+ 16 = 3× 31 → `+ 16 = 93 → ` = 77

Ejercicio 37: Julieta compró cuatro gaseosas y un paquete de papas de $1 140 por $6 000. ¿Cuánto costaba
cada gaseosa? Defina la variable; plantee la ecuación; soluciónela; y responda a la pregunta.

4.3. Momento 3: Relación entre variables (en contexto y sin ecuaciones; primera
definición de proporcionalidad directa; ¿cuándo puedo usar la regla de tres?)

La regla de tres es una de las herramientas matemáticas más recordadas y más utilizadas. Lamentablemente,
muchas veces se utiliza en casos en los que no aplica y por lo tanto se llega a resultados incorrectos. Sólo se pue-
de usar la regla de tres directa cuando se trata de variables directamente proporcionales. Ahora, el
concepto de proporcionalidad directa suele ser uno de esos temas que, incluso en algunos textos escolares, está mal
definido. El error común es creer que dos variables son directamente proporcionales si cuando una crece, la otra
también crece. Esto es falso! Una de las posibles definiciones para proporcionalidad directa, una que
además resulta ser fácil de verificar, es que si una variable se duplica, la otra también se duplica.
Comenzaremos a analizar relaciones entre variables, para desarrollar ese tipo de intuición e introduciremos aśı el
concepto.

Las ciencias naturales y las ciencias sociales, analizan constantemente la relación entre variables. No sólo cómo
vaŕıa algo (cómo vaŕıa la temperatura del planeta, cómo vaŕıa el número de inmigrantes en un páıs, como vaŕıa la
satisfacción de un pueblo con respecto al gobierno) sino que también analizan como se relacionan estas variables
entre śı. Cómo la variación en una genera una variación en otra (cómo la intensidad del huracán Matthew afecta el
número de personas que votaron, cómo el número de músicos en una orquesta afecta la intensidad del sonido, etc).
Muchas veces esas relaciones pueden expresarse a través de ecuaciones matemáticas o en gráficas. Comencemos a
analizar relaciones sencillas, aún sin pensar en ecuaciones ni gráficas.

Ejercicio 38: Considere un recipiente ciĺındrico, apoyado sobre su base, que se está llenando de agua:

1. ¿Qué cosas son variables en esta situación?

2. Al aumentar la altura del agua, ¿aumenta el volumen de agua?

3. Si la altura del agua se duplica, ¿el volumen de agua también se duplica?
Hacer un dibujo puede ayudarlo a pensar.

4. La altura del agua y el volumen de agua, ¿son directamente proporcionales?

5. ¿Podŕıamos aplicar la regla de tres para solucionar el siguiente problema? En caso afirmativo, resuélvalo
usando la regla de tres.
“Cuando la altura del agua es 15 cm el volumen de agua es de 60 cm3. ¿Cuál es la altura del agua cuando el
volumen es de 72 cm3?”

Solución:

1. Pueden ser variables: el tiempo de llenado, el volumen de agua en el recipiente, la altura del agua, el volumen
del recipiente que falta por llenarse, etc.

2. Al aumentar la altura del agua, el volumen de agua aumenta.

24



3. Más aún, al duplicar la altura, se duplica el volumen.

más altura... más volumen se duplica la altura,

se duplica el volumen

4. Como al duplicar la altura, se duplica el volumen, esas dos variables son directamente proporcionales.

5. Como la altura y el volumen son directamente proporcionales, la regla de tres SI aplica.

altura volumen

15 cm 60 cm3

72 cm3

15 cm× 72 cm3

60 cm3
=

15× 72

60
cm = 18 cm

Cuando el volumen es de 72 cm3, la altura es de 18 cm.

Nota: Por ahora estamos usando la regla de tres sin explicar cómo funciona (sólo cuando funciona). Más adelante
veremos como la regla de tres surge de solucionar un tipo particular de ecuación.

Ejercicio 39: Considere un recipiente esférico, que se está llenando de agua:

1. Al aumentar la altura del agua, ¿aumenta el volumen de agua?

2. Si se duplica la altura del agua, ¿el volumen de agua se duplica?
Hacer un dibujo puede ayudarlo a pensar.

3. La altura del agua y el volumen de agua, ¿son directamente proporcionales?

4. Considere el siguiente problema: “Cuando la altura del agua es 10 cm el volumen de agua es de 30 cm3. ¿Cuál
es el volumen de agua cuando la altura es es de 20 cm?”
¿Podŕıamos aplicar la regla de tres para solucionarlo? En caso afirmativo, resuélvalo usando la regla de tres.

Solución:

1. Cuando aumenta la altura, el volumen también aumenta.

2. Pero si se duplica la altura, el volumen no se duplica (salvo en el caso particular en el cual la altura inicial
es el radio de la esfera).

altura

a
lt
u
ra

d
u
p
li
ca
d
a

En general, si la altura se duplica, el volumen no se duplica.

3. La altura del agua y el volumen de agua NO son directamente proporcionales (pues no siempre que la altura
se duplica, se duplica el volumen).
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4. NO aplica la regla de tres. No podemos resolver el problema usando regla de tres.

Ejercicio 40: Considere un ćırculo:

1. Al aumentar el radio, ¿aumenta el área?

2. Si se duplica el radio, ¿se duplica también el área?
Hacer un dibujo puede ayudarlo a pensar.

Solución: Al aumentar el radio aumenta el área. Pero si el radio se duplica, el área no se duplica.

Se duplica el radio...

El área no se duplica! En el área del

ćırculo grande caben al menos tres

ćırculos con el área del original.

Ejercicio 41: Imagine que va caminando a velocidad constante.

1. Si el tiempo que dura caminando crece, ¿la distancia recorrida crece? (respuesta: si)

2. Si el tiempo que dura caminando se duplica, ¿se duplica la distancia? (respuesta: si)

3. Plantee un problema en este contexto en el que se pueda usar regla de tres para solucionarlo.

Ejercicio 42: En una cierta empresa existen sólo dos salarios: el que se le paga al gerente y el que se le paga a todo
el resto de los empleados. Suponga que al gerente se le paga, siempre, $1 500 000 más que al resto de los empleados.

1. Si el salario de los empleados aumentara, ¿aumentaŕıa el salario del gerente?

2. Si el salario de los empleados se duplicara, ¿se duplicaŕıa el salario del gerente?

Solución:

1. Si el salario de los empleados aumenta, entonces también aumenta el del gerente.

2. Pero si el salario de los empleados se duplica, no necesariamente se duplica el salario del gerente. Por ejemplo,
si el salario de los empleados es 3.5 millones de pesos, el del gerente es 5 millones. Si se duplica el de los
empleados, entonces queda en 7 millones de pesos y el del gerente quedaŕıa en 8.5 millones (que no es duplicar
5 millones).
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5. Semana 13 - Sesión 1

5.1. Momento 1: Solucionar ecuaciones (p(x) = 0 por medio de factorización: factor
común, x2 + bx+ c, reagrupación o productos especiales)

En una sesión anterior vimos que resulta fácil solucionar ecuaciones en las cuales a un lado se tiene algo facto-
rizado y al otro se tiene cero. La estrategia es partir la ecuación en dos ecuaciones más pequeñas.

Ejemplo: Solucione la ecuación 2x4 − 26x3 + 84x2 = 0
Tratemos de factorizar el lado izquierdo para utilizar la estrategia ya estudiada. Siempre conviene comenzar por
buscar un factor común (en este caso, 2x2). Luego de factorizar el factor común, tratamos de factorizar la cuadrática
que queda en el paréntesis (buscando dos números que multiplicados den 42 y sumados den −13):

2x4 − 26x3 + 84x2 = 2x2(x2 − 13x+ 42) = 2x2(x− 6)(x− 7)

Aśı, la ecuación original se convierte en

2x2(x− 6)(x− 7) = 0

Obtenemos tres factores igual a cero. Por lo tanto, el problema parte en tres problemas más pequeños:

2x2 = 0 x− 6 = 0 x− 7 = 0

Al solucionar cada una de estas tres ecuaciones obtenemos:

x = 0 x = 6 x = 7

Ejercicio 1: Solucione las siguientes ecuaciones

(1) k2 − 6k = 0 (2) h2 − 6h = 7

Ejercicio 2: Solucione las siguientes ecuaciones

(1) a2 − 6a− 27 = 0 (2) 0 = b3 − 2b2 + b

Ejercicio 3: ¿Para qué valores de a está definida la expresión
1− a2

a2 − 6a− 27
?

Ejercicio 4: Solucione las siguientes ecuaciones

(1) c2 + 15c+ 44 = 0 (2) 3d4 = 27d3 + 30d2

Ejercicio 5: Solucione la ecuación x4 + 3x3 − 8x− 24 = 0

Solución:
Usamos agrupación para factorizar:

x4 + 3x3 − 8x− 24 = 0 → x3(x+ 3)− 8(x+ 3) = 0 → (x+ 3)(x3 − 8) = 0

Se obtienen dos ecuaciones:
x+ 3 = 0 y x3 − 8 = 0

Al solucionar cada una obtenemos: x = −3 y x = 2

Verifique, con la calculadora, que −3 es solución:
lado izquierdo = (−3) ∧ 4 + 3(−3) ∧ 3− 8(−3)− 24 = 0 y lado derecho = 0

Verifique, mentalmente, que 2 es solución:
lado izquierdo = 24 + 3(8)− 16− 24 = 16 + 24− 16− 24 = 0 y lado derecho = 0
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Ejercicio 6: ¿Cuál es el dominio de definición de las siguientes expresiones racionales?

(1)
8− 5a

a2 + 12a
(2)

b7 − 7b3

4b2(b− 6)(3b− 1)
(3)

5c− 2

c2 − 1

(4)
25− d2

d2 + 4d− 21
(5)

3h+ h3

h11 + 19

Solución:

1. Para determinar el dominio de 8−5a
a2+12a debemos solucionar la ecuación a2 + 12a = 0. Para eso, factorizamos:

a2 + 12a = 0 → a(a+ 12) = 0 → a = 0 o a+ 12 = 0 → a = 0 o a = −12
El dominio de definición de 8−5a

a2+12a es todos los reales excepto−12 y 0. Que formalmente se escribe: R\ {−12, 0}

2. El dominio de definición de b7−7b3
4b2(b−6)(3b−1) es todos los reales excepto 0, 1

3 y 6. Formalmente, R\
{

0, 1
3 , 6

}

3. Como c2− 1 = (c− 1)(c+ 1), el dominio de definición de 5c−2
c2−1 es todos los reales excepto −1 y 1: R\ {−1, 1}.

También hubiéramos podido encontrar la respuesta solucionando

c2 − 1 = 0 → c2 = 1 → c = ±
√

1 → c = ±1

4. Como d2 + 4d− 21 = (d− 3)(d+ 7), el dominio de definición de 25−d2
d2+4d−21 es todos los reales excepto 3 y −7:

R\ {−7, 3}

5. Solucionamos h11 + 19 = 0 → h11 = −19 → h = 11
√
−19 ≈ −1.31

El dominio de 3h+h3

h11+19 es R \
{

11
√
−19

}
(el dominio se escribe con los valores exactos!)

5.2. Momento 2: Relación entre variables (con ecuaciones y tablas; determinar pro-
porcionalidad directa y uso de la regla de tres)

Hemos analizado relaciones entre variables a partir de intuición y/o conocimiento geométrico. En esta sesión,
retomamos el tema de proporcionalidad directa analizando la relación entre variables utilizando las ecuaciones, y
volvemos a responder a la pregunta “Cuando una variable se duplica, ¿la otra también se duplica?”.

Comencemos con ecuaciones de dos variables (sin contexto). Primero recurrimos a casos numéricos para adquirir
intuición, pero luego usamos la ecuación misma para mostrar, en general, si las variables son o no directamente
proporcionales.

Ejemplo 1: Considere la ecuación y = 3x. Esa ecuación nos da una relación entre las variables x y y.
Comencemos por completar una tabla con valores numéricos que satisfagan la ecuación:

x 1 2 3 4
y 3 6 9 12

Ahora: Cuando x se duplica, ¿y también se duplica?

De 1 a 2, x se duplica, y y también (pues pasa de 3 a 6). De 2 a 4, x se duplica, y y también (pues pasa de 6 a 12).

Pareceŕıa que la respuesta es “si”. Sin embargo, estos dos casos son sólo dos casos... No son suficientes para
asegurar que siempre que x se duplica, y también se duplica.

Utilicemos entonces la ecuación: Duplicar x quiere decir que en vez de x ahora se tiene 2x. Aśı, la expresión 3x
se convierte en la expresión 3(2x). Esta última puede escribirse como 2× (3x), que es lo mismo que duplicar y.

x 1 2 3 4 . . . x . . . 2x
y 3 6 9 12 . . . 3x . . . 6x

De x a 2x, x se duplica, y y también (pues pasa de 3x a 6x).

Es decir, siempre que x se duplica, y también se duplica. Por lo tanto, x y y son directamente proporcionales!
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Ejemplo 2: Considere la ecuación z = 3w + 7. Complete la tabla de valores. A partir de la tabla, ¿puede
responder a la pregunta “Cuando una variable se duplica, ¿la otra también se duplica?”?

w 1 2 3 4
z

Solución:

w 1 2 3 4
z 10 13 16 19

Cuando w se duplica, z no necesariamente se duplica.

Por ejemplo: de 1 a 2, x se duplica, pero z no (pues pasa de 10 a 13).

En este caso los valores numéricos fueron suficientes para concluir. Sin embargo, también podŕıamos utilizar
variables en la tabla: enla fila de arriba tomamos w y 2w.

w 1 2 3 4 . . . w . . . 2w
z 10 13 16 19 . . . 3w + 7 . . . 3(2w) + 7

Si simplificamos 3(2w) + 7 obtenemos 6w + 7, que NO es el doble de 3w + 7 (el doble seŕıa 6w + 14).
Por lo tanto, w y z NO son directamente proporcionales!

Importante: Sabemos que cuando las variables no son directamente proporcionales, la regla de tres no aplica.
Verifiquemos que la regla de tres no se cumple:

w 1 2
z 10 13

por ejemplo, 1×13
2 6= 10

Ejercicio 7: Considere la ecuación y = 1.5x.

1. Complete la tabla (en las dos últimas casillas complete con expresiones en términos de x):

x 1 2 3 4 . . . x . . . 2x
y . . . . . .

2. Cuando x se duplica, ¿y también se duplica?”. Justifique su respuesta.

Ejercicio 8: Considere la ecuación h = a2.

1. Complete la tabla:

a 1 2 3 4 . . . a . . . 2a
h . . . . . .

2. ¿Son a y h directamente proporcionales?

Trabajemos ahora algunos ejemplos en contexto. Esta vez les asociaremos una ecuación y analizaremos qué le pasa
a una variable cuando se duplica la otra.

Ejercicio 9: En una cierta empresa existen sólo dos salarios: el que se le paga al gerente y el que se le paga
a todo el resto de los empleados. Suponga que al gerente se le paga, siempre, $1 500 000 más que al resto de los
empleados.

Cuando el salario del empleado se duplica, ¿también se duplica el salario del gerente?

Para responder a la pregunta, haga una tabla de valores primero y luego analice el caso general (con variables).

Solución:

salario del empleado 1 000 000 2 000 000 3 000 000 4 000 000 . . . e . . . 2e
salario del gerente 2 500 000 3 500 000 4 500 000 5 500 000 e+ 1 500 000 2e+ 1 500 000

La respuesta es NO. Cuando el salario del empleado se duplica, el salario del gerente no se duplica. Observe:
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Ejemplo de números: De 1 000 000 a 2 000 000, el salario del empleado se duplica, pero no el del gerente (que
pasa de 2 500 000 a 3 500 000).

Caso general: De e a 2e el salario del empleado se duplica, pero no el del gerente (que pasa de e+ 1 500 000
a 2e+ 1 500 000). El doble seŕıa 2(e+ 1 500 000), que es 2e+ 3 000 000.

Ejercicio 10: Suponga que va caminando a velocidad constante. La ecuación que relaciona velocidad, distancia y
tiempo es: d = v × t (que viene de despejar d en v = d

t ).

1. Cuando el tiempo del recorrido se duplica, ¿también se duplica la distancia recorrida?

2. ¿Puede usar la regla de tres para solucionar el siguiente problema? En caso afirmativo, soluciónelo.
“Lorena camina a velocidad constante. Recorre 2.4 km en 45 minutos. ¿Cuánto recorreŕıa en una hora?”

Solución:

1. Si duplica el tiempo, entonces duplica la distancia.
t t . . . 2t
d v × t . . . v × (2t)

y observe que v × (2t) = v × 2× t = 2× v × t = 2(v × t)

2. t y d son directamente proporcionales, entonces se puede aplicar la regla de tres:

tiempo distancia

45 min

60 min

2.4 km
60 min× 2.4 km

45 min
=

60× 2.4

45
km = 3.2 km

En una hora, Lorena recorreŕıa 3.2 km.

Ejercicio 11: Un tanque ciĺındrico, apoyado sobre su base, se va llenando de agua. El volumen de agua está dado
por la ecuación V = πr2h, donde r es el radio de la base del tanque y h es la altura del agua.

1. Cuando la altura se duplica, ¿también se duplica el volumen?

2. Cuando el radio de la base se duplica, ¿también se duplica el volumen?

3. Se tienen dos cilindros de radio 15 cm. Uno tiene altura 60 cm y volumen 42 411.5 cm3 aproximadamente. El
otro tiene una altura de 1 m 20 cm. ¿Cuál es su volumen?
¿Se puede usar regla de tres para solucionar este problema? si no

4. Se tienen dos cilindros de altura 80 cm. Uno tiene un radio de 18 cm y volumen 81 430.1 cm3 aproximadamente.
El otro tiene un radio de 9 cm. ¿Cuál es su volumen?
¿Se puede usar regla de tres para solucionar este problema? si no

Solución:

1. Al duplicar h, se duplica V .
h h . . . 2h
V πr2h . . . πr2(2h)

y observe que πr2(2h) = 2× πr2h

2. En cambio, al duplicar r, NO se duplica el volumen, se cuatriplica!
r r . . . 2r
V πr2h . . . π(2r)2h

y observe que π(2r)2h = π4r2h = 4× πr2h

3. Como h y V son directamente proporcionales, SI se puede usar la regla de tres:
Con regla de tres se obtiene 84 823 cm3. Usando la fórmula se obtiene: V = π(15)2 · 120 ≈ 84 823 cm3.

4. Como r y V no son directamente proporcionales, NO se puede usar la regla de tres:
Si se usara, se obtendŕıa 40 715.05 cm3. Sin embargo ese resultado está mal! Para solucionar el problema se
debe recurrir a la ecuación: V = π(9)2 · 80 ≈ 20 357.5 cm3.
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5.3. Momento 3: Expresiones algebraicas (Simplificar expresiones racionales,
polinomio
polinomio

,

por medio de factorización usando los métodos aprendidos en el corte 2 y fac-
torización de cuadráticas)

Hemos utilizado la factorización para simplificar expresiones racionales. Por ejemplo:

36− r2
36− 12r + r2

=
(6− r)(6 + r)

(6− r)2 =
6 + r

6− r

Ahora haremos esto mismo, pero con factorizaciones que pueden requerir de más pasos y de factorización de
cuadráticas.

Ejemplo: Simplifiquemos
(x2 + 3x)(4x− 1)

48x3 − 24x2 + 3x
.

(x2 + 3x)(4x− 1)

48x3 − 24x2 + 3x
=

x(x+ 3)(4x− 1)

3x(16x2 − 8x+ 1)
=
x(x+ 3)(4x− 1)

3x(4x− 1)2
=

x+ 3

3(4x− 1)

Para factorizar 16x2 − 8x + 1 debemos identificar un producto especial: a2 − 2ab + b2. Observe que a = 4x
(aśı a2 = 16x2), b = 1 (aśı b2 = 1) y el término del medio si es 2ab: 2(4x)(1) = 8x.

Ejercicio 12: Simplifique las siguientes expresiones:

(1)
9x3 − 36x2y + 36xy2

3x2 − 6xy
(2)

8w − 12w2 + 14− 21w

(4w)2 − 49
(3)

k2 + 3k − 18

k2 + 14k + 48

Solución:

1. Para factorizar arriba: primero factor común y luego productos especiales. Para factorizar abajo: factor común.

9x3 − 36x2y + 36xy2

3x2 − 6xy
=

9x(x2 − 4xy + 4y2)

3x(x− 2y)
=

9x(x− 2y)2

3x(x− 2y)
= 3(x− 2y)

Observe que al plantear la división se obtiene ese mismo resultado. Esto sucede cuando todo lo que hab́ıa
en el denominador se cancela.

9x3 − 36x2y + 36xy2 3x2 − 6xy

Por cuánto multiplicar a 3x2 para que dé 9x3 ?

3x− 6y9x3 − 18x2y

−18x2y + 36xy2

−18x2y + 36xy2

0

Para comenzar:

3x

3x(3x2 − 6xy) = 9x3 − 18x2y

(9x3 − 36x2y)− (9x3 − 18x2y) =

= 9x3 − 36x2y − 9x3 + 18x2y = −18x2y

Conclusión: 9x3 − 36xy + 36xy2

3x2 − 6xy
= 3x− 6y que es igual a 3(x− 2y)

2. Para factorizar arriba: agrupación. Para factorizar abajo: productos especiales.

8w − 12w2 + 14− 21w

(4w)2 − 49
=

4w(2− 3w) + 7(2− 3w)

(4w − 7)(4w + 7)
=

(2− 3w)(4w + 7)

(4w − 7)(4w + 7)
=

2− 3w

4w − 7

3. Para factorizar arriba: −3 y 6 son dos números que multiplicados dan −18 y sumados dan 3. Para factorizar
abajo: 6 y 8 son dos números que multiplicados dan 48 y sumados dan 14.

k2 + 3k − 18

k2 + 14k + 48
=

(k − 3)(k + 6)

(k + 6)(k + 8)
=
k − 3

k + 8
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6. Semana 13 - Sesión 2

6.1. Momento 1: Solucionar ecuaciones (de tipo a(b± cx) = d de dos formas; de tipo
a
x
= b)

Comencemos por solucionar ecuaciones del tipo a(b± cx) = d de dos formas distintas.
Forma 1: Dividiendo primero entre a. Forma 2: Distribuyendo primero.

Ejemplo: Solucionemos la ecuación 5(3t− 2) = 37 de dos formas distintas.
Solución:

5(3t− 2) = 37 5(3t− 2) = 37

5(3t−2)
5 = 37

5

3t− 2 = 37
5

3t− 2 + 2 = 37
5 + 2

3t = 37
5 + 2

t =
37
5 + 2

3
≈ 3.13

15t− 10 = 37

15t− 10 + 10 = 37 + 10

15t = 47
15t
15 = 47

15

t = 47
15 ≈ 3.13

Ejercicio 13: Solucione las siguientes ecuaciones de dos formas distintas.

0.5(4x− 7) = 12 4 = 3(5− y)

Divida entre 0.5 primero Distribuya primero Divida entre 3 primero Distribuya primero

(a) (b)

Ejercicio 14: Solucione la ecuación 16 = 4(10− 3z) de dos formas distintas.

Continuamos con ecuaciones en las cuales la variable aparece en el denominador.

Ejemplo: Solucione la ecuación 4
r = 5.

Solución: Cuando nos enfrentamos a una ecuación en la cuál la variable está en el denominador, debemos tratar
de que la variable quede arriba y no abajo. En la ecuación 4

r = 5, la forma más rápida de que la r ya no esté en el
denominador, es multiplicar por r a ambos lados de la igualdad:

4

r
= 5 → 4

r
× r = 5× r → 4r

r
= 5r → 4 = 5r → 4

5
= r → r = 0.8

Verifiquemos: 4
0.8 = 5

√

Ejercicio 15: Solucione las siguientes ecuaciones

(1)
3

A
=

5

4
(2) 0.1 =

1

p
(3) −3

7
=

2

v
(4)

4× 102

t
=

2.4× 10−6

1.5× 10−3
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Solución al último:

4×102
t = 2.4×10−6

1.5×10−3 →
(
4× 102

) (
1.5× 10−3

)
=
(
2.4× 10−6

)
t → 6× 10−1 =

(
2.4× 10−6

)
t →

→ 6×10−1

2.4×10−6 = t → 2.5× 10−1−(−6) = t → 2.5× 105 = t

Ejercicio 16: La ecuación v = d
t expresa una relación entre velocidad, distancia y tiempo. Exprese la relación

entre estas tres variables de otras dos formas (despejando cada variable).

6.2. Momento 2: Solucionar problemas (planteando ecuaciones con una sola variable
que puede aparecer a ambos lados de la ecuación; con varias variables que
fácilmente se reducen a una)

Comencemos con ecuaciones con una sola variable que puede aparecer a ambos lados de la igualdad.

Ejercicio 17: Dentro de 36 años, Esperanza tendrá el triple de la edad que tiene hoy.

1. Escriba una ecuación en donde e representa la edad de Esperanza hoy.

2. Soluciónela e interprete el resultado.

Solución: Si Esperanza tiene e años hoy, entonces dentro de 36 años tendrá e+ 36 años. Por otro lado, el triple de
la edad que tiene hoy es 3e. Aśı, la ecuación que obtenemos es e+ 36 = 3e.

e+ 36 = 3e → 36 = 3e− e → 36 = 2e → 18 = e

Esperanza tiene 18 años.

Ejercicio 18: En este nuevo trabajo, Antonio gana $135 000 menos que en el anterior. Ahora gana 93 % de lo
que ganaba antes.

1. Escriba una ecuación en donde A representa el sueldo que Antonio ganaba antes.

2. Soluciónela e interprete el resultado.

Solución:
A− 135 000 = 0.93A → A = 0.93A+ 135 000 → A− 0.93A = 135 000

→ 0.07A = 135 000 → A =
135 000

0.07
→ A ≈ 1 928 571.43

Antonio ganaba $1 928 571.43 y ahora gana $1 793 571.43 (que puede calcularse haciendo 1 928 571.43 − 135 000 o
haciendo 0.93× 1 928 571.43).

Ejercicio 19: Desde que me enfermé estoy trabajando semanalmente el 64.1 % de lo que trabajaba, es decir,
28 horas menos que antes. ¿Cuántas horas por semana trabajaba antes? ¿Cuántas horas por semana trabajo ahora?

Continuamos con ecuaciones con dos o más variables, que fácilmente se reducen a una sola variable, y con un
número solo a un lado de la igualdad.

Ejercicio 20: La suma de dos números consecutivos es 111. ¿Cuáles son esos dos números?

Solución:
Si llamamos a los números x y y, entonces x+y = 111. Pero no son dos números cualesquiera, son consecutivos!

Aśı, uno de ellos es 1 más que el otro, los números son x y x+ 1. Entonces x+ (x+ 1) = 111.

x+ (x+ 1) = 111 → x+ x+ 1 = 111 → 2x+ 1 = 111 → 2x = 110 → x = 55

Conclusión: x = 55 y x+ 1 = 56. Los números son 55 y 56.
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Ejercicio 21: La suma de dos números pares consecutivos es 330. ¿Cuáles son esos dos números?

Solución: Si llamamos a los números x y y, entonces x+ y = 330. Pero no son dos números cualesquiera, son
pares y son consecutivos! Aśı, uno de ellos es 2 más que el otro, los números son x y x+2. Entonces x+(x+2) = 330.

x+ (x+ 2) = 330 → x+ x+ 2 = 330 → 2x+ 2 = 330 → 2x = 328 → x = 164

Conclusión: x = 164 y x+ 2 = 166. Los números son 164 y 166.

Ejercicio 22: El peŕımetro de un rectángulo cuya altura es el 30 % de la base es 15.6 m. ¿Cuales son las di-
mensiones del rectángulo?

Solución:

a

b

peŕımetro = 2a+ 2b

la altura es el 30% de la base

a = 0.3b b

peŕımetro = 2(0.3b) + 2b

0.3b

15.6 = 0.6b+ 2b

15.6 = 2.6b
6 = b

La base (b) es 6 m. La altura (a) es 1.8 m, que se calcula haciendo 0.3× 6.

Ejercicio 23: El área de un triángulo cuya base es el doble de la altura es 80 cm2. ¿Cuánto miden su altura y
su base?

Solución:
El área de un triángulo es base×altura

2 . Si el área es 80 cm2, entonces b×h
2 = 80 (b es la base y h es la altura).

Pero sabemos que la base es el doble de la altura, esto es b = 2h.

Remplazando b por 2h obtenemos
2h× h

2
= 80. Solucionemos la ecuación:

2h× h
2

= 80 → 2h2

2
= 80 → h2 = 80 → h = ±

√
80 = ±

√
42 · 5 = ±4

√
5 ≈ ±9

Pero como h es una longitud, tomamos la solución positiva.
Conclusión: La altura del triángulo es de aproximadamente 9 cm y la base (que es el doble) es aproximadamente

18 cm.
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7. Semana 14 - Sesión 1

7.1. Momento 1: Solucionar ecuaciones (ax2+bx+c = 0 usando la fórmula cuadrática;
despejar cualquier variable en ecuaciones tipo a±b

c
= d, a

b±c
= d, a

b
± c = d o a

b
= c

d
)

Fórmula cuadrática.

Hasta ahora, para solucionar ecuaciones del tipo ax2+bx+c = 0 hemos buscado factorizar el trinomio ax2+bx+c
y luego usar el hecho de que A ·B = 0 implica que A = 0 o B = 0.

Por ejemplo: Para solucionar x2 − 6x− 7 = 0, factorizamos el trinomio y obtenemos (x+ 1)(x− 7) = 0. Esto
resulta en dos ecuaciones distintas: x + 1 = 0 y x − 7 = 0. Al solucionarlas se obtienen dos soluciones para la
ecuación original: x = −1 y x = 7.

Pero, ¿qué hacer cuando ese trinomio no es factorizable, o cuando la factorización no es fácil de adivinar con
ensayo o error?

La fórmula cuadrática nos permite resolver todas las ecuaciones de la forma ax2 + bx + c = 0. Nos
indica cuáles tienen solución, cuáles no, y cuáles son las soluciones (si las hay).

Para saber si la ecuación ax2 + bx+ c = 0 tiene soluciones, calculamos el discriminante (∆).

∆ = b2 − 4ac

Si ∆ es negativo,

b2 − 4ac < 0

entonces:

ax2 + bx+ c = 0 NO tiene

Si ∆ es cero,

b2 − 4ac = 0

entonces:

ax2 + bx+ c = 0 tiene una

solución. sola solución.

Si ∆ es positivo,

b2 − 4ac > 0

entonces:

ax2 + bx+ c = 0 tiene dos

soluciones.

Ejercicio 1: Para cada una de las siguientes ecuaciones, determine si tiene solución y, en ese caso, cuántas
soluciones tiene.

(1) 6x2 − 5x+ 3 = 0 (2) r2 + 4r − 1 = 0 (3) t− 2t2 + 5 = 0 (4) 49w2 − 42w + 9 = 0

Solución:

1. ∆ = −47 < 0, no tiene solución.

2. ∆ = 20 > 0, dos soluciones.

3. ∆ = 41 > 0, dos soluciones. Nota: Ojo con el orden! Conviene reodenar para no equivocarse −2t2 + t+ 5 = 0.

4. ∆ = 0, una sola solución.

Para encontrar las soluciones de ax2 + bx+ c = 0, usamos la siguiente fórmula (la fórmula cuadrática):

Si b2 − 4ac < 0, entonces

ax2 + bx+ c = 0 NO tiene ax2 + bx+ c = 0 tiene una

solución. sola solución:

ax2 + bx+ c = 0 tiene dos

soluciones:

x = −b
2a

Si b2 − 4ac = 0, entonces Si b2 − 4ac > 0, entonces

x = −b±
√
b2−4ac
2a
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Observe por un momento la fórmula −b±
√
b2−4ac
2a .

Si b2 − 4ac < 0, entonces la fórmula no tiene sentido (porque la ráız cuadrada de un número negativo no
está definida)

Si b2 − 4ac = 0, entonces la fórmula se convierte en −b2a (porque
√
b2 − 4ac =

√
0 = 0 y sumar o restar 0 no

cambia nada)

Si b2 − 4ac > 0, entonces la fórmula da pie a dos soluciones distintas: −b+
√
b2−4ac
2a y −b−

√
b2−4ac
2a

Ejemplo: Solucionemos la ecuación 2q2 − 6q − 56 = 0.

Solución: Comencemos por identificar quiénes son a, b y c: a = 2 b = −6 y c = −56.
Calculemos el discriminante:

∆ = b2 − 4ac = (−6)2 − 4(2)(−56) = 36 + 448 = 484

Como el discriminante es positivo, sabemos que la ecuación 2q2 − 6q − 56 = 0 tiene dos soluciones. Calculemos
esas dos soluciones usando la fórmula cuadrática para ese caso.

q =
−b±

√
∆

2a
=
−(−6)±

√
484

2(2)
=

6± 22

4

La solución con el “+” es q = 7, que sale de calcular 6+22
4 = 28

4 = 7.

La solución con el “−” es q = −4, que sale de calcular 6−22
4 = −16

4 = −4.

Verifiquemos que ambas son solución:

2(7)2 − 6(7)− 56 = 2(49)− 42− 56 = 98− 42− 56 = 0
√

2(−4)2 − 6(−4)− 56 = 2(16) + 24− 56 = 32 + 24− 56 = 0
√

Ejercicio 2: Use la fórmula cuadrática para solucionar: 64y2 + 176y + 121 = 0

Solución:
∆ = (176)2 − 4(64)(121) = 0 (una única solución)
y = −176

2(64) = − 2×2×2×2×11
2×2×2×2×2×2×2 = − 11

4 = −2.75.

Ejercicio 3: Use la fórmula cuadrática para solucionar las siguientes ecuaciones.

(1) 6p2 = 7p+ 5 (2) 9k2 + 10k + 6 = 0 (3) 7z2 + 8z = 7

Solución: Comience por escribirlas como ax2 + bx+ c = 0. Luego calcule el discriminante.

1. ∆ = 49− 4(6)(−5) = 169 > 0 (dos soluciones)

p = 7±
√
169

12 = 7±13
12 Las soluciones son p = 5

3 y p = − 1
2 .

2. ∆ = 100− 4(9)(6) = −116 < 0. (cero soluciones)

La ecuación 9k2 + 10k + 6 = 0 no tiene solución!

3. ∆ = 64− 4(7)(−7) = 260 > 0 (dos soluciones)

p = 7±
√
260

14 . Las soluciones son p = 7+
√
260

14 ≈ 1.65 y p = 7−
√
260

14 ≈ −0.65.
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Ejercicio 4: Solucione las siguientes ecuaciones usando la fórmula cuadrática y también factorizando:

(1) 81y2 + 100− 180y = 0 (2) z2 + 55 = 56z (3) v2 = 16

Solución:

(1) Solucionemos 81y2 + 100− 180y = 0 usando fórmula cuadrática:

a = 81, b = −180, c = 100 ∆ = 32 400− 4(81)(100) = 0 (una única solución):

y = −(−180)
2(81) = 180

2(34) = 90
34 = 3×3×10

34 = 10
9 .

La única solución es y = 10
9 .

(1) Solucionemos 81y2 + 100− 180y = 0 usando factorización:
El polinomio 81y2 − 180y + 100 es de la forma a2 − 2ab + b2 (con a = 9y y b = 10). Como a2 − 2ab + b2 se
factoriza como (a− b)2, entonces 81y2 − 180y + 100 = (9y − 10)2. Aśı, la ecuación 81y2 + 100− 180y = 0 se
convierte en (9y − 10)2 = 0 o (9y − 10)(9y − 10) = 0, que se parte en dos ecuaciones (o una sola repetida):
9y − 10 = 0 → y = 10

9 .

(2) Solucionemos z2 − 56z + 55 = 0 usando fórmula cuadrática.

a = 1, b = −56, c = 55 ∆ = 3 136− 4(1)(55) = 3 136− 220 = 2 916 (dos soluciones):

y = −(−56)±
√
2 916

2(1) = 56±54
2 .

Las soluciones son 55 (con el +) y 1 (con el −).

(2) Solucionemos z2 − 56z + 55 = 0 usando factorización:
Para factorizar el polinomio z2−56z+55 debemos encontrar dos números que multiplicados den 55 y sumados
den −56. Esos números son −55 y −1. Aśı, la ecuación z2 − 56z+ 55 = 0 se convierte en (z− 55)(z− 1) = 0,
que se parte en dos ecuaciones: z−55 = 0 y z−1 = 0. Al solucionar cada una encontramos que las soluciones
son z = 55 y z = 1.

(3) Solucionemos v2 = 16 de tres formas distintas:

• Escribámosla como v2 + 0v − 16 = 0 y usemos la fórmula cuadrática: ∆ = 02 − 4(1)(−16) = 64 (dos
soluciones)

Las soluciones son v = −0±
√
64

2(1) = ±8
2 = ±4

• Escribámosla como v2 − 16 = 0 y factoricemos usando productos especiales.
(v − 4)(v + 4) = 0 → v − 4 = 0 y v + 4 = 0 → v = 4 y v = −4

• Solucionemos v2 = 16 usando la ráız cuadrada: v = ±
√

16 → v = ±4

Ejercicio 5 (más práctica): Solucione las siguientes ecuaciones usando la fórmula cuadrática y también factori-
zando:

(1) b2 − 4b− 32 = 0 (2) 4c2 + 4c+ 1 = 0

(3) 25− d2 = 0 (4) 0 = f2 − 2f − 35

Ecuaciones con variables en el denominador.

La semana pasada solucionamos ecuaciones del tipo 3
x = 2.5. La estrategia era multiplicar por x a ambos lados

de la ecuación (con el fin de que la variable no estuviera más en el denominador). Se obteńıa 3 = 2.5x y luego
divid́ıamos a ambos lados entre 2.5:

x =
3

2.5
=

6

5
= 1.2

Esta semana le subiremos un poquito a la complejidad.
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Ejemplo: Solucionemos la ecuación 2 =
5r

4 + r
.

Para que no haya más r’s en el denominador, debemos multiplicar ambos lados por 4 + r.
Obtenemos 2(4 + r) = 5r. Ahora distribuimos, 8 + 2r = 5r. Restamos 2r para que todas las r’s queden del

mismo lado: 8 = 3r y finalmente dividimos entre 3. Solución r = 8
3 . Use la calculadora para verificar que

5( 8
3 )

4+ 8
3

es

igual a 2, calculando (5× (8÷ 3))÷ (4 + 8÷ 3) =

2 =
5r

4 + r

2(4 + r) =
5r

4 + r
(4 + r)

2(4 + r) =
5r(4 + r)

4 + r

2(4 + r) = 5r

multiplica a ambos lados por (4 + r)

simplifica el (4 + r) pues arriba está multiplicando al 5r

8 + 2r = 5r
distribuye

8 + 2r − 2r = 5r − 2r
resta 2r a ambos lados

8 = 3r

8

3
= r

divide entre 3 a ambos lados

Verifiquemos (a mano o usando la calculadora):

lado derecho =
5
(
8
3

)

4 + 8
3

=
40
3

12
3 + 8

3

=
40
3
20
3

=
40× 3

3× 20
=

40

20
= 2 = lado izquierdo

Ejercicio 6: Solucione las siguientes ecuaciones

(a) 2
w−1 = 7 (b) 1 = 8− 3

2+h (c) t
1−t = 6

Soluciones:
w = 9

7 h = − 11
7 t = 6

7

Nota: Ojo con la segunda ecuación. Un error muy t́ıpico es “pasar el (2+h) a multiplicar” y obtener 2+h = 8−3.
Cuya solución es h = 3. Pero, verifique! Si h = 3 el lado izquierdo da 1, mientras que el derecho da 7.4. ¿Cuál fue
el error? Si decide multiplicar por 2 + h debe hacerlo a todo el lado izquierdo, pero también a todo el lado derecho!
Obtendŕıa 2 + h = 8(2 + h)− 3.

Lo más sencillo en este caso, es comenzar por restar 8 a ambos lados y luego si multiplicar por 2 + h. Observe:

1 = 8− 3
2+h

−7 = − 3
2+h

7(2 + h) = 3

14 + 7h = 3

7h = −11

h = − 11
7

restar 8 a ambos lados

7 = 3
2+h

multiplicar por -1 a ambos lados

multiplicar por 2+h a ambos lados
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Ejercicio 7: En la ecuación a
b = c

d ...

1. ... despeje a

2. ... despeje b

Solución: (1) a = cb
d (2) b = ad

c

Ejercicio 8: Al prescribirle a un niño un medicamento, el médico debe tener en cuenta la edad del niño, e, y
la dosis que normalmente se le prescribe a un adulto, D. Aśı, la dosis para el niño, d, está dada por la siguiente
ecuación:

d =
De

e+ 12

1. ¿Cuál debe ser la unidad del 12 que aparece en la ecuación?

2. Si la dosis para adultos de un cierto medicamento es de 300 mg, ¿cuál será la dosis de ese mismo medicamento
para un niño de 7 años? Verifique las unidades.

3. Si a un niño de 10 años le prescribieron 15 ml de cierta droga, ¿cuál es la dosis del adulto?

4. A los adultos se les da 8 ml de cierto medicamento. Suponga que a una niña se le da 3.2 ml de esa misma
droga. ¿Cuántos años tiene la niña?

5. Despeje e en la ecuación (y escriba e en términos de d y D).

Solución:

1. Como e está en años, el 12 debe estar en años para poderlos sumar.

2. d = 300×7
7+12 = 2100

19 ≈ 110.5 La dosis del niño es 110.5 mg.

Verifiquemos las unidades:
300mg×7años
7años+12años =

2100mg×años
19años = 110.5 mg

3. 15 = D×10
10+12 → 15 = D×10

22 → 15× 22 = D × 10 → 330 = D × 10 → 33 = D

La dosis del adulto es 33 ml.

4. 3.2 = 8e
e+12 → 3.2(e+ 12) = 8e → 3.2e+ 38.4 = 8e → 38.4 = 4.8e → e = 8

La niña tiene 8 años.

5. d = De
e+12 → d(e+12) = De → de+12d = De → 12d = De−de → 12d = (D−d)e → 12d

D−d = e

Ejercicio 9: En la ecuación a+b
c−d = e...

1. ... despeje a

2. ... despeje d

Solución: a = e(c− d)− b d = ec−a−b
e o d = c− a+b

e

7.2. Momento 2: Relaciones entre variables (razones y proporciones; segunda defi-
nición de proporcionalidad directa; ¿cuándo puedo usar la regla de tres?)

En semanas anteriores hemos venido analizando la relación entre variables en un contexto dado o a través de
una ecuación. Vimos que dos variables son directamente proporcionales, si cuando una se duplica, la otra también
se duplica. Y sólo en esos casos es permitido usar la regla de tres. Pero, ¿de dónde sale la regla de tres?, ¿Por
qué funciona?
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Ejemplo: Marta camina a velocidad constante. Si Marta se demora 2 horas en hacer 8 kilómetros, ¿cuánto
tardará en recorrer 34 kilómetros?

Antes de usar la regla de tres, debemos verificar que tiempo y distancia recorrida son variables directamente
proporcionales. Es decir, que al duplicar una, la otra también se duplica. Efectivamente, si Marta caminara el doble
de tiempo, recorreŕıa el doble de distancia (pues su velocidad es constante). Como las variables son directamente
proporcionales, podemos utilizar la regla de tres:

tiempo distancia

2 8

34t

Regla de tres:

t =
2× 34

8
t = 8.5 horas

(en horas) (en km)

Concluimos que Marta se demoraŕıa 8 horas y media en recorrer 34 km.

¿De dónde sale la regla de tres? De pensar en la razón entre distancia y tiempo (distancia
tiempo , que en este

caso se mide en km
h

, más conocido como km/h). Como Marta se demora 2 horas en hacer 8 kilómetros, la razón

entre distancia y tiempo que obtenemos es 8km
2h

, que es 4 km/h. Esa es la velocidad. Ahora, nos dicen que la

velocidad es constante. Es decir, la velocidad siempre será 4 km/h. Si Marta se demora t horas recorriendo 34 km,

la razón obtenida seŕıa 34km
th

, y eso debe ser igual a 4 km/h y también igual a 8km
2h

. Se obtiene: 8
2 = 34

t . ¿Cómo
solucionamos esta ecuación? Una forma puede ser la siguiente:

8

2
=

34

t
→ 8 = 2× 34

t
→ 8 =

2× 34

t
→ 8× t = 2× 34 → t =

2× 34

8

La regla de tres es el resultado de solucionar la ecuación
8

2
=

34

t
.

Ejercicio 10: Una receta para cuatro personas requiere de 75 g de mantequilla. ¿Cuánta mantequilla se necesita
si se quiere preparar esa receta para 10 personas?

1. Justifique por qué puede usar la regla de tres (piense en proporcionalidad directa).

2. ¿Cuál es la razón que se mantiene constante? ¿Cuál es su unidad?

3. ¿Al solucionar qué ecuación (igualdad entre razones) surge la regla de tres?

Solución:
(1) Antes de lanzarse a usar la regla de tres, verifique que si se puede usar la regla de tres en este contexto! Las

variables son la cantidad de mantequilla (m) y la cantidad de personas (p). Si duplicamos la cantidad de personas,
debemos duplicar la cantidad de mantequilla. Por lo tanto, m y p son directamente proporcionales y podemos usar
la regla de tres.

cantidad de mantequilla (m) cantidad de personas (p)

75 g 4
10

75g×10personas
4personas = 75×10

4 g = 187.5 g

(2) ¿Cuál es la razón que se mantiene constante?

Una opción es
cantidad de mantequilla

cantidad de personas
que se mide en gramos/persona. En este caso es 18.75 gr/pers (es decir,

a una persona le corresponden 18.75 gramos).

La otra opción es
cantidad de personas

cantidad de mantequilla
que se mide en personas/gramo. Es decir, cuántas personas se comen

un gramo (y obviamente va a ser menos de una persona). En este caso es 0.053 presonas/gramo. Esta segunda razón
no tiene mucho sentido práctico.
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(3) ¿Qué ecuación estamos solucionando?

cantidad de mantequilla

cantidad de personas
=
m

p
=

75 g

4 personas
=

x g

10 personas

La ecuación que debemos solucionar es 75
4 = x

10 , que se resuelve multiplicando por 10 a ambos lados.

Esto nos da una nueva forma de pensar en la proporcionalidad directa. Resumamos las dos formas que tenemos
hasta ahora:

Dos variables A y B son directamente proporcionales:

si cuando una se duplica la otra también se duplica, o

si la razón entre ellas es constante (puede ser A
B o B

A )

Ejercicio 11: Considere los triángulos dados.

3

4

5 11 60

61

1. Muestre que ambos triángulos son rectángulos (usando el teorema de Pitágoras) y marque el ángulo recto.

2. Úselos para mostrar que en triángulos rectángulos, el cateto corto y el cateto largo no son directamente
proporcionales.

Solución: Si fueran directamente proporcionales, entonces la razón cateto corto
cateto largo

seŕıa constante. En el primer

triángulo, cateto corto
cateto largo

= 3
4 y en el segundo cateto corto

cateto largo
= 11

61 . Efectivamente, 3
4 6= 11

61 (compruebe).

Ejercicio 12: Un tarro de 3 L de pintura alcanzó para pintar 5.7 m2 de pared.

1. ¿Son “cantidad de pintura” y “área de pared pintada” directamente proporcionales?

2. Calcule la razón
cantidad de pintura

área de pared pintada
y especifique su unidad.

3. Calcule la razón
área de pared pintada
cantidad de pintura

y especifique su unidad.

4. ¿Cuántos litros de pintura fueron necesarios para pintar 34.2 m2 de pared?

Ejercicio 13: Un taxista cobra una tarifa fija por el servicio y, adicionalmente, una tarifa fija por metro recorrido.
Si por una carrera de 5 kilómetros cobró $12 600, ¿cuánto cobrará por una carrera de 7 kilómetros?

Solución: Antes de lanzarse a usar la regla de tres, verifique si se puede usar en este contexto!
Las variables en juego son: la distancia recorrida (d) y el costo de la carrera (C). ¿Cuando la distancia recorrida

se duplica, el costo no se duplica? Suponga que la tarifa fija es $3 000 y cobran $100 por metro. Si usted recorre
1 metro, paga $3 100. Si duplica la distancia y recorre 2 metros, paga $3 200 (el precio no se duplica). Esas dos
variables NO son directamente proporcionales. Por lo tanto NO se puede usar la regla de tres.

Observe en este ejemplo el error que hubiéramos cometido al usar la regla de tres: Suponga que el taxista cobra
$2 000 por cada kilómetro y una tarifa fija de $2 600. Aśı, por 5 km se debe pagar 5 × $2 000 + $2 600 = $12 600.
Por 7 kilómetros se debe pagar 7× $2 000 + $2 600 = $14 600.

Si hubiéramos usado la regla de tres, hubiéramos obtenido

distancia precio

5 km $12 600
7 km p

p = 7km×$12 600

5km
= $17 640

(que hubiera sido un error).
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Ejercicio 14: Un arquitecto realiza un plano con una escala de 3 cm : 95 cm (es decir, 3 cm en el plano repre-
sentan 95 cm en la realidad). Si en el plano se está representando una sala de juntas rectangular con dimensiones
6.40 m de largo y 3.75 m de ancho, ¿cuáles son las dimensiones de la sala en el plano?

Solución: Las longitudes en el plano y las longitudes en el espacio real son directamente proporcionales (6 cm
en el plano van a representar 190 cm en el espacio real, es decir, si una se duplica la otra se duplica). Considere la
razón entre plano y espacio real:

plano

espacio real
=

3 cm

95 cm
=

`

6.40 m
para solucionar, multiplique por 6.40 m ` =

3 cm× 6.40 m

95 cm

Los cent́ımetros se cancelan (queda en metros). ` = 3cm×6.40m
95cm ≈ 0.20 m = 20 cm (ese es el largo de la sala en

el plano).
De igual modo calculamos el ancho:

3 cm

95 cm
=

a

3.75 m
→ a =

3 cm× 3.75 m

95 cm
≈ 0.12 m = 12 cm

Ejercicio 15: Con dos botellas de gaseosa logro llenar 5 2
3 vasos. ¿Cuántas botellas necesito para llenar 51 vasos?

7.3. Momento 3: Solucionar problemas

Para resolver los siguientes problemas usted debe:

1. Identificar las incógnitas y darles un nombre.

2. Plantear una ecuación a partir del contexto.

3. Solucionar la ecuación.

4. Interpretar el resultado y dar respuesta al problema.

5. Opcional (pero altamente recomendado!): Verifique!

Los siguientes problemas fueron tomados del libro Matemáticas Básicas (de Adelina Ocaña y Mario Ernesto Pérez).

Ejercicio 16 (ej 1 pág 159): La suma de dos números impares consecutivos es 340. ¿Cuáles son los dos
números?

Solución:
Llame x al menor de los dos números (asumimos que x es impar). Como son números impares consecutivos, el

otro número debe ser x+ 2. Aśı,
x+ (x+ 2) = 340

Solución de la ecuación: x+ (x+ 2) = 340 → 2x+ 2 = 340 → 2x = 338 → x = 169
Interpretación y solución del problema. x era el menor de los dos números. El otro debe ser 171.
Verifiquemos: 169 + 171 = 340

√

Ejercicio 17 (ej 2 pág 159): La suma de tres números enteros consecutivos es 307 menos 5 veces el menor.
¿Cuáles son los números?

Solución: Sean n, n+ 1 y n+ 2 los tres números consecutivos.

n+ (n+ 1) + (n+ 2) = 307− 5n

n+ (n+ 1) + (n+ 2) = 307− 5n → 3n+ 3 = 307− 5n → 8n = 304 → n = 38
Los tres números son 38, 39 y 40.
Verifiquemos: Por un lado: 38 + 39 + 40 = 117. Por el otro 307− 5(38) = 117.

√
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Ejercicio 18 (ej 3 pág 159): El número de varones que hay en la orquesta es 8 más que el doble de mujeres.
Si 80 varones tocan en la orquesta, ¿cuántas mujeres hay?

Solución: Sea v el número de varones en la orquesta y m el número de mujeres.
La primera frase se traduce aśı: v = 8 + 2m
La segunda frase nos dice que v = 80. Entonces podemos remplazarlo en la ecuación:

80 = 8 + 2m

80 = 8 + 2m → 72 = 2m → 36 = m
En la orquesta tocan 36 mujeres.
Verifiquemos: 8 + 2(36) = 80

√

Ejercicio 19 (ej 7 pág 159): Cinco personas recolectan naranjas en canastas. La primera recogió 1
3 del total,

la segunda 1
4 , la tercera 1

5 , la cuarta 1
6 , y la última solamente 9 naranjas. ¿Cuántas recogió cada una de las cuatro

primeras personas?

Solución: En general determinamos las incógnitas a partir de la pregunta del problema. Sin embargo acá conviene
más definir una sola incógnita: el número total de naranjas recogidas. Luego se calcula lo que recogió cada persona.

n: el total de naranjas recogidas.
Este total se separa en lo que recogió cada persona: 1

3n+ 1
4n+ 1

5n+ 1
6n+ 9.

Aśı, la ecuación es
1

3
n+

1

4
n+

1

5
n+

1

6
n+ 9 = n

1
3n+ 1

4n+ 1
5n+ 1

6n+ 9 = n → n
3 + n

4 + n
5 + n

6 + 9 = n → 20n
60 + 15n

60 + 12n
60 + 10n

60 + 540
60 = n →

→ 57n+540
60 = n → 57n+ 540 = 60n → 540 = 3n → 180 = n

En total recogieron 180 naranjas. El primero recogió 60 naranjas ( 1
3 (180) = 60), el segundo recogió 45 naranjas,

el tercero 36, el cuarto 30 y el último 9.

Verifiquemos: 60 + 45 + 36 + 30 + 9 = 180
√

Ejemplo (ej 12 pág 160): El costo de una carrera en taxi es de $3 100 para los primeros 500 metros, más $50
por cada 100 metros o fracción adicional. Si el cobro fue de $5 350, ¿qué distancia recorrió el taxi?

La ecuación de este problema no es sencilla. Puede ser incluso más fácil solucionarlo utilizando Excel o Geogebra
pues el patrón es sencillo. Observe:

Solución: Sea d la distancia recorrida (en metros). Hagamos algunos casos numéricos y tratamos de descubrir
el patrón:

d (en m) pago (en $)

500 3 100
600 3 100 + 50

700 3 100 + 50× 2 = 3 100 + 50
(
700−500

100

)

800 3 100 + 50× 3 = 3 100 + 50
(
800−500

100

)

900 3 100 + 50× 4 = 3 100 + 50×
(
900−500

100

)
...

...
...

d = 3 100 + 50(d−500100 )
La ecuación es:

3 100 + 50(
d− 500

100
) = 5 350

3 100 + 50(d−500100 ) = 5 350 → 3 100 + d−500
2 = 5 350 → d−500

2 = 2 250 → d−500 = 4 500 → d = 5 000
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El taxi recorrió 5 000 m(es decir, 5 km).

Verifiquemos: Si el recorrido fue de 5 000 metros, esto es 4 500 metros por encima de los de la tarifa fija. Es
decir, 45grupos de 100 metros. Por cada uno de esos 45 grupos se incrementa la carrera en $50. Es decir, se incre-
menta en $2 250 (45× $50 = $2 250). El costo total es de $3 100 + $2 250 = $5 350

√

Este problema es mucho más fácil de solucionar en Excel o GeoGebra:

distancia pago

500

600

700

3100

3150

3200

seleccione y arrastre

distancia pago

500

600

700

3100

3150

3200

800

900

1000

seleccione y arrastre

distancia pago

500

600

700

3100

3150

3200

800

900

1000

3250

3300

3350

Siga arrastrando ambas

el pago llegue a $5350.

Identifique a qué

distancia pago

columnas hasta que

distancia corresponde.

5000 5350

5300

5250

5400

5450

4900

4800

5100

5200

8. Semana 14 - Sesión 2

8.1. Momento 1: Solucionar ecuaciones (con variables a ambos lados que se reducen
a ax2 + bx+ c = 0 o a dxn(ax2 + bx+ c) = 0)

Solucionemos ahora algunas ecuaciones que, aunque no son directamente de la forma ax2 + bx + c = 0, even-
tualmente requieren de saber solucionar esto.

Ejercicio 20: Solucione las siguientes ecuaciones:

(a) 5h2 + 30h− 10 = −5 + 6h (b) r5 + 10r4 + 21r3 = 0

Ejercicio 21: Solucione la ecuación 70
p+1 = p− 2.

70
p+1 = p− 2

70 = (p− 2)(p+ 1)

70 = p2 − p− 2

0 = p2 − p− 72

0 = (p− 9)(p+ 8)

p− 9 = 0 p+ 8 = 0
p = 9 p = −8

Solución:

Nota: Una vez llegados a 0 = p2 − p− 72, también puede usar la fórmula cuadrática.
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Ejercicio 22: Solucione la siguientes ecuaciones (muestre el proceso):

(1) 2c =
8

3c− 11
(2)

r

3
=
r + 1

r
(3)

a

a− 2
= 2a+ 5

Ejercicio 23: Solucione la ecuación (r + 2)2 − (3r − 1)2 = 4− r

Solución:

(r + 2)2 − (3r − 1)2 = 4− r

(r2 + 4r + 4)− (9r2 − 6r + 1) = 4− r

r2 + 4r + 4− 9r2 + 6r − 1 = 4− r

−8r2 + 10r + 3 = 4− r

−8r2 + 10r + 3− 4 + r = 0

−8r2 + 11r − 1 = 0

desarrolle los cuadrados

elimine los paréntesis

agrupe términos semejantes

reste 4 y sume r (a ambos lados)

agrupe términos semejantes

∆ = (11)2 − 4(−8)(−1) = 121− 32 = 89

r = −11±
√
89

−16dos soluciones:
+

− r = −11−
√
89

−16 ≈ 1.28

r = −11+
√
89

−16 ≈ 0.10

Ejercicio 24 (más práctica): Solucione las siguientes ecuaciones

(a) 15t(t− 1) = 22t+ 8 (b) 2t6+7t4

5 = 3t5

Ejemplo: Solucione la ecuación 4(x− 7)2 − 15 = 0 de dos formas distintas.

Solución:

4(x− 7)2 − 15 = 0 4(x− 7)2 − 15 = 0

4(x− 7)2 = 15
sume 15 a ambos lados

divida entre 4 a ambos lados

(x− 7)2 = 15
4

tome ráız cuadrada y no olvide el ±

x− 7 = ±
√

15
4

x = ±
√

15
4 + 7

sume 7 a ambos lados

con el +

x =
√

15
4 + 7 ≈ 8.94

con el -

x = −
√

15
4 + 7 ≈ 5.06

desarrolle el cuadrado

4(x2 − 14x+ 49)− 15 = 0

distribuya

4x2 − 56x+ 196− 15 = 0

4x2 − 56x+ 181 = 0

∆ = (−56)2 − 4(4)(181) = 3136− 2896 = 240

dos soluciones

x = −(−56)±
√
240

2(4) = 56±
√
240

8

x = 56±
√
240

8 = 56±
√
24×3×5
8 = 56±4

√
15

8 = 4(14±
√
15)

8 = 14±
√
15

2 = 7±
√
15
2 = 7±

√
15
4

con el +

x = 56+
√
240

8 ≈ 8.94

con el -

x = 56−
√
240

8 ≈ 5.06

Mostremos, matemáticamente, que las soluciones son la misma:

Ejercicio 25: Solucione las ecuaciones

(x+ 3)2 − 10 = 0 (x+ 3)2 + 10 = 0 (x+ 3)2 − 81 = 0
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8.2. Momento 2: Solucionar problemas (a partir de dos ecuaciones de dos variables:
despeje y sustituya)

Ejemplo: En electricidad hay dos leyes básicas que relacionan el voltaje, V , la intensidad, I, la resistencia, R,
y la potencia, P .

La ley de Ohm es una relación entre voltaje, intensidad y resistencia: V = I ×R.

La ley de Watt relaciona a la potencia, al voltaje y a la intensidad: P = V × I.

Suponga que necesitamos una relación entre potencia, voltaje y resistencia. ¿Cómo la sacamos?
Vamos a despejar I en la primera ecuación y luego sustituimos en la segunda ecuación. Observe:

V = I ×R P = V × I

despeje I

V

R
= I

sustituya

(en vez de I escriba V
R )

se obtiene: P = V × V
R

y simplificando...

P =
V 2

R

¿Qué pasaŕıa si se hiciera al revés? Despeje I en la segunda ecuación y sustituya en la primera. ¿Se obtiene lo
mismo?

Al despejar I en la segunda ecuación obtenemos I =
P

V
. Al sustituir eso en la primera, obtenemos V =

P

V
×R

o V =
PR

V
.

Aunque P =
V 2

R
y V =

PR

V
se ven muy distintas, son ecuaciones equivalentes y expresan la misma relación

entre potencia, voltaje y resistencia. ¿Cómo podemos mostrar que son ecuaciones equivalentes?

P =
V 2

R
→ PR = V 2 → PR = V × V → PR

V
= V

Ejercicio 26: La suma de dos números es 34.8 y la suma del doble de uno con el triple del otro es 246.32.
¿Cuáles son esos números?

1. Plantee dos ecuaciones a partir del texto.

2. Despeje una variable en una ecuación y sustituya en la otra. ¿Qué ecuación obtiene?

3. Solucione la ecuación que obtuvo.

4. Use el valor de esa incógnita para encontrar la otra incógnita.

5. Concluya y verifique.

Solución:

1. Si los números se llaman x y y, las ecuaciones son

x+ y = 34.8 y 2x+ 3y = 246.32

2. Despejemos y en la primera: y = 34.8 − x. Sustituyamos en la segunda: 2x + 3(34.8 − x) = 246.32. Una
ecuación de una sola variable!

3. 2x+ 3(34.8− x) = 246.32 → 2x+ 104.4− 3x = 246.32 → −x+ 104.4 = 246.32 → −x = 141.92 →
x = −141.92

4. Al despejar y, obtuvimos y = 34.8− x. Remplacemos x por −141.92 para encontrar el valor de y.
y = 34.8− (−141.92) = 176.72.
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5. Los dos números son −141.92 y 176.72.
Verifiquemos: (−141.92) + (176.72) = 34.8

√
y 2(−141.92) + 3(176.72) = 246.32

√

Ejercicio 27: Un circo ofrece valores distintos para las boletas de niños y de adultos. Un grupo de 3 niños y 2
adultos pagó $93 500. Otro grupo de 5 niños y 3 adultos pagó $148 500. ¿Cuánto cuesta la boleta de un niño?
¿Cuánto cuesta la boleta de un adulto?

Ejercicio 28: En el concurso Lápiz de Acero participaron estudiantes de la carrera de Diseño y de la carrera
de Publicidad. En total participaron 127 estudiantes (de esas dos carreras). La carrera de Diseño cuenta con 25
estudiantes más que la de Publicidad. En el concurso participó 16 % de los estudiantes de Diseño y 25 % de los
estudiantes de Publicidad. ¿Cuántos estudiantes de cada carrera participaron?

Solución: Llamemos d al número de estudiantes en la facultad de diseño y p al número de estudiantes en la
facultad de publicidad.

La cuarta frase se traduce en la siguiente expresión: 0.16d + 0.25p. Antes dećıa que, en total participaron 127
estudiantes. Por lo tanto:

0.16d+ 0.25p = 127 (ecuación 1)

La tercera frase nos da una relación entre d y p:

d = p+ 25 (ecuación 2)

Para crear una ecuación de una sola variable, utilizamos el método de “despeje y sustituya”. En la segunda
ecuación d ya está despejado. Sustituimos pues en la primera ecuación:

0.16(p+ 25) + 0.25p = 127

Ahora si podemos solucionar pues tenemos una ecuación de una sola variable!

0.16(p+ 25) + 0.25p = 127

0.16p+ 4 + 0.25p = 127

4 + 0.41p = 127

0.41p = 123

p = 300

Como d = p+ 25 y p = 300, entonces d = 325.

Conclusión: En la facultad de diseño hay 325 estudiantes y en la de publicidad hay 300 estudiantes.

Verifiquemos:
0.16(325) + 0.25(300) = 127

√
y 325− 300 = 25

√
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9. Semana 15 - Sesión 1

9.1. Momento 1: Solucionar ecuaciones (despejar variables que pueden incluir dis-
tribuir y luego factorizar)

Ejercicio 1: Einstein encontró la relación entre la enerǵıa E y la masa m de un determinado sistema: E = mc2,
donde c es la velocidad de la luz en el vaćıo (aproximadamente 3× 108 m/s).

1. ¿Cuántos metros recorre la luz en un segundo? ¿Cuántos kilómetros en un segundo? ¿Cuál es la velocidad de
la luz en km/h?

Solución: 3× 108 m/s = 300 000 000 m/s = 300 000 km/s

3 × 108 m/s = 3×108 m
1 s × 1km

1000m × 3 600 s
1h

= 3×108×36×102
1000 km/h = 108×1010

103 km/h = 108 × 105 km/h =

10 800 000 km/h

2. Despeje m. (solución: m = E
c2 )

3. Despeje c. (solución: c = ±
√

E
m)

Ejercicio 2: La resistencia R de un cable se calcula R = ρ×l
s , donde ρ es un coeficiente que depende del material

del cable, l es la longitud del cable y s es el área del corte transversal.

1. Despeje ρ. (solución: Rs
l = ρ)

2. Despeje s. (solución: s = ρ×l
R )

Ejercicio 3: En la ecuación
a− b
c

= b

1. Despeje a. (solución: a = bc+ b)

2. Despeje b. (solución: a
c+1 = b)

3. Despeje c. (solución: a−b
b = c)

Para despejar b debemos factorizar:

a− b
c

= b → a− b = bc → a = bc+ b → a = b(c+ 1) → a

c+ 1
= b

Ejercicio 4: En la ecuación
a− b
c

= c, despeje c.

Solución: ±
√
a− b = c

Ejercicio 5: Para despejar y en la ecuación x =
y + 1

3y − 2
, siga las instrucciones paso a paso:

1. Multiplique a ambos lados por (3y − 2).

2. Distribuya en el lado izquierdo de la ecuación.

3. Haga las operaciones necesarias para dejar a la izquierda todos los términos con y y a la derecha todos los
términos sin y.

4. Factorice y.

5. Divida a ambos lados por (3x− 1).
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Solución:

x =
y + 1

3y − 2

x(3y − 2) = y + 1

3xy − 2x = y + 1

3xy − y = 2x+ 1

y(3x− 1) = 2x+ 1

y =
2x+ 1

3x− 1

multiplique por (3y − 2) a ambos lados

distribuya

mueva todos los términos con y a un lado, los demás al otro

factorice y

divida entre (3x− 1) a ambos lados

Ejercicio 6: Despeje y en las siguientes ecuaciones.

(1) x =
y − 3

5y + 2
(2) x =

x+ 1

3y − 2

Ejercicio 7 (más práctica): Despeje x en y =
x+ 1

3x− 2
.

9.2. Momento 2: Solucionar problemas (con ecuaciones cuadráticas y despeje-sustituya)

Ejercicio 8: El área de un rectángulo cuya base es 5 mm más larga que la altura, es 6 mm2. ¿Cuánto miden su
altura y su base?

Solución:

b

a área = b× a

Pero, la base es 5 mm más larga que la altura

b = a+ 5 a+ 5

a

área
= (a+

5)a

Ahora, me dicen que el área es 6 mm2. Por lo tanto, a(a+ 5) = 6. Para solucionar esta ecuación, la convertimos
en una cuadrática igual a cero y factorizamos o usamos fórmula cuadrática.

a(a+ 5) = 6 → a2 + 5a = 6 → a2 + 5a− 6 = 0 → (a+ 6)(a− 1) = 0

Las soluciones son a = 1 y a = −6 (esta última no tiene sentido en este contexto, pues la altura no puede ser
negativa). Aśı, la altura es de 1 mm y la base es de 6 mm, pues es 5 mm más larga.

Ejercicio 9: El peŕımetro de un cuadrado (en cm) es igual a su área (en cm2). ¿Cuáles son las dimensiones del
cuadrado?

Ejercicio 10: Un poster tiene un lado un lado 15 cm más corto que el otro. Su área es de 5 494 cm2. ¿Cuáles
son las dimensiones del poster?

Solución:

x

x− 15

x: el lado más largo del poster

A = 5494
cm

2

ecuación: x(x− 15) = 5494

x2 − 15x = 5494

x2 − 15x− 5494 = 0

∆ = (−15)2 − 4(1)(−5494) = 225 + 21976 = 22201

dos soluciones:

x = −(−15)±
√
22201

2(1)
= 15±149

2

x = 82

x = −67

+

−
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La ecuación x(x−15) = 5 494 tiene dos soluciones: x = 82 y x = −67. Pensando en el contexto, ¿tienen sentido
ambas soluciones? No! x es una longitud: no puede ser un valor negativo. Aśı, x (el largo) debe ser 82 cm. Y el
ancho será de 67 cm (82− 15 = 67).

Ejercicio 11: Lucas le lleva 6 años a Mariana. Hace 10 años, cuando comenzaron a salir, el producto de sus
edades era 520. ¿Cuántos años tiene cada uno?

Solución:

Sea m la edad actual de Mariana y ` la edad actual de Lucas.

“Lucas le lleva 6 años a Mariana” → ` = m+ 6 (primera ecuación)

Hace 10 años, Mariana teńıa m− 10 y Lucas teńıa `− 10.

“Hace 10 años, el producto de sus edades era 520” → (m− 10)(`− 10) = 520 (segunda ecuación)

Como ` ya está despejado en la primera ecuación, sustituya en la segunda:
(m− 10)((m+ 6)− 10) = 520

(m− 10)((m+ 6)− 10) = 520

(m− 10)(m+ 6− 10) = 520

(m− 10)(m− 4) = 520

m2 − 14m+ 40 = 520

m2 − 14m− 480 = 0

∆ = (−14)2 − 4(1)(−480) = 2116

dos soluciones

m = −(−14)±
√
2116

2(1) = 14±46
2 =

m = 30

m = −16
−

+

La ecuación (m− 10)((m+ 6)− 10) = 520 tiene dos soluciones: m = 30 y m = −16.

Pensando en el contexto, ¿tienen sentido ambas soluciones?
No! m es la edad de Mariana, debe ser un valor positivo.

Conclusión: Mariana tiene 30 años y Lucas tiene 36 años (pues le lleva 6 años a Mariana).

Ejercicio 12: Para construir una ventana rectangular se necesita un vidrio 2.035 m2 y 5.9 m de marco para los
bordes. ¿Cuáles son las dimensiones de la ventana?

Solución:

x

y
área = 2.035m2

área = xy

peŕımetro = 5.9m

peŕımetro = 2x+ 2y

ecuaciones:

xy = 2.035 2x+ 2y = 5.9y

despeje x

x = 2.035
y sustituya

diagrama:
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Se obtiene: 2

(
2.035

y

)
+ 2y = 5.9

4.07

y
+ 2y = 5.9

4.07

y
+

2y2

y
= 5.9

4.07 + 2y2

y
= 5.9

4.07 + 2y2 = 5.9y

2y2 − 5.9y + 4.07 = 0 y = −(−5.9)±
√
2.25

2(2)

y = 1.85

y = 1.1

Pensemos en el contexto, ¿tienen sentido ambas soluciones? Si! y es un lado del rectángulo (debe ser positivo).

Si y = 1.85 m, entonces x = 2.035
1.85 = 1.1 m. Si y = 1.1 m, entonces x = 2.035

1.1 = 1.85 m. (ambos casos resultaron
ser el mismo)

Aśı, las dimensiones de la ventana son 1.85 m× 1.1 m.

9.3. Momento 3: Relación entre la factorización de ax2 + bx + c y la solución de
ax2 + bx+ c = 0.

Comenzaremos por repasar métodos ya vistos para resolver cuadráticas; concluir que la fórmula cuadrática
funciona siempre, en cambio la factorización sólo a veces; comprender la relación entre el método de factorización
y la fórmula cuadrática.

Ejercicio 13: Solucione las siguientes ecuaciones (usando factorización y fórmula cuadrática)

t2 + 9t− 52 = 0 25x2 − 20x+ 4 = 0 r2 − r + 3 = 0 w2 + 2w − 7 = 0

Solución:

1. t2 + 9t− 52 = 0

a) Por factorización: t2 + 9t− 52 = 0 → (t− 4)(t+ 13) = 0 → t = 4 y t = −13

b) Por cuadrática: ∆ = 81− 4(1)(−52) = 289 (dos soluciones) → t = −9±
√
289

2(1) → t = 4 y t = −13

2. 25x2 − 20x+ 4 = 0

a) Por factorización: 25x2 − 20x+ 4 = 0 → (5x− 2)2 = 0 → 5x− 2 = 0 → x = 2
5

b) Por cuadrática: ∆ = 400− 4(25)(4) = 0 (una sola solución) → x = − (−20)
2(25) = 2

5

3. r2 − r + 3 = 0

a) Por factorización: ¡No se puede con los métodos aprendidos! No es un producto especial ni existen dos
números enteros que multiplicados den 3 y sumados den −1.

b) Por cuadrática: ∆ = (−1)2 − 4(1)(3) = −11 (no tiene solución). La ecuación r2 − r + 3 = 0 no tiene
solución!

4. w2 + 2w − 7 = 0

a) Por factorización: ¡No se puede con los métodos aprendidos! No es un producto especial ni existen dos
números enteros que multiplicados den −7 y sumados den 2.

b) Por cuadrática: ∆ = 4− 4(1)(−7) = 33 (dos soluciones) → w = −2±
√
32

2(1) = −2±4
√
2

2 = −1± 2
√

2

Las dos soluciones, aproximando a dos decimales, son w ≈ −3.83 y w ≈ 1.83

51



Conclusiones:

Cuando la ecuación cuadrática no tiene solución: ¡no puede factorizarse!

En algunos casos, la ecuación si tiene soluciones, pero no puede factorizarse con los métodos aprendidos.

En otros casos, puede factorizarse con los métodos aprendidos, pero toma mucho tiempo encontrar la facto-
rización.

La fórmula cuadrática, en cambio, es un método infalible para encontrar las soluciones de una
ecuación ax2 + bx+ c = 0; la factorización sólo funciona a veces.

Los métodos de factorización de cuadráticas vistos son útiles en casos sencillos, cuando no hay demasiados casos
al hacer ensayo y error. Por otro lado, el método que estudiamos para factorizar cuadráticas como x2 + bx+ c nos
permiten factorizar como (x+D)(x+E) con D y E enteros... pero si alguno de ellos no es entero, el método puede
no servir.

Ejemplo 1: x2 − 5, que es x2 + 0x − 5, no puede factorizarse con los métodos aprendidos (pues no hay dos
números enteros que multiplicados den −5 y sumados den 0). Sin embargo, ¡si es factorizable!

x2 − 5 = (x−
√

5)(x+
√

5)

¿Cómo factorizar en esos casos? Observe que al solucionar la ecuación x2 − 5 = 0 obtenemos dos soluciones:
x = ±

√
5. Aśı, x2 − 5 se factoriza como (x− una solución)(x− la otra solución).

x2 − 5 =
(
x− (+

√
5)
)(

x− (−
√

5)
)

=
(
x−
√

5
)(

x+
√

5
)

En general,

si la ecuación ax2 + bx+ c = 0 tiene dos soluciones, entonces la cuadrática ax2 + bx+ c se factoriza aśı:

ax2 + bx+ c = a (x− una solución) (x− la otra solución)

si la ecuación ax2 + bx+ c = 0 tiene una solución, entonces la cuadrática ax2 + bx+ c se factoriza aśı:

ax2 + bx+ c = a (x− la solución) (x− la solución)

si la ecuación ax2 + bx+ c = 0 NO tiene soluciones, entonces la cuadrática ax2 + bx+ c NO se factoriza

Ejemplo 2: Factorice la cuadrática 3k2 − 2k − 2.

Solucionemos la ecuación 3k2 − 2k − 2 = 0.

4 = (−2)2 − 4(3)(−2) = 4 + 24 = 28 El discriminante es positivo. La ecuación 3k2 − 2k − 2 = 0 tiene dos
soluciones, por lo tanto, ES factorizable!

soluciones: k =
−(−2)±

√
28

2(3)
=

2±
√

28

6
=

2± 2
√

7

6
=

1±
√

7

3

Las soluciones exactas son k = 1+
√
7

3 y k = 1−
√
7

3 .

Aśı, 3k2 − 2k − 2 se factoriza

3k2 − 2k − 2 = 3

(
x− 1 +

√
7

3

)(
x− 1−

√
7

3

)
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Ejercicio 14: Factorice 24t2−954t−240. Ayuda: Solucione la ecuación 24t2−954t−240 = 0 y use el resultado
para factorizar.

Solución:
Solucionemos 24t2 − 954t− 240 = 0.
4 = (−954)2 − 4(24)(−240) = 933 156 (positivo, hay dos soluciones)

t =
−(−954)±

√
933 156

2(24)
=

954± 966

48
las soluciones son: (con el −) t = − 1

4 ; (con el +) t = 40

Usemos esto para factorizar:

24t2 − 954t− 240 = 24

(
t−
(
−1

4

))
(t− 40) = 24

(
t+

1

4

)
(t− 40) = (24t+ 6)(t− 40)

Ejercicio 15: Factorice, si se puede, 7h2 + 45h− 12.

Ejercicio 16: Factorice, si se puede, 13m2 − 2m+ 8.

Solución: Esa cuadrática no puede factorizarse pues la ecuación 13m2 − 2m+ 8 = 0 no tiene solución (∆ < 0)
Ejercicio 17: Factorice 1 296w2 − 45 000w + 390 625

Solución:
Al solucionar 1 296w2 − 45 000w + 390 625 = 0, obtenemos 4 = 0 (una sola solución): w = −−45 000

2(1296) = 625
36

1 296w2 − 45 000w + 390 625 = 1 296

(
w − 625

36

)(
w − 625

36

)
= 36 · 36 ·

(
w − 625

36

)
·
(
w − 625

36

)

= 36 ·
(
w − 625

36

)
· 36 ·

(
w − 625

36

)
= (36w − 625)(36w − 625) = (36w − 625)2

10. Semana 15 - Sesión 2

10.1. Momento 1: Solucionar ecuaciones (solucionar ecuaciones de tipo n
√
x = d)

Hemos solucionado ecuaciones de tipo xn = d. Sabemos que:

si n es impar sólo debemos tomar la ráız n-ésima: x5 = −43 → x = 5
√
−43

si n es par, entonces depende de si d es positivo, cero o negativo:

x8 = 32 → x = ± 8
√

32 x8 = −17 → no tiene solución x8 = 0 → x = 0.

Ahora solucionaremos ecuaciones del tipo n
√
x = d.

Ejemplo 1: Solucionar la ecuación
√
x = 5 quiere decir encontrar todos los valores cuya ráız cuadrada sea 5.

El único es 25. Por lo tanto, la solución de
√
x = 5 es x = 25.

Algebraicamente, ¿qué hacemos para encontrar la solución? Aśı como para deshacerse de la potencia de n se
tomaba la ráız n-ésima; para deshacerse de la ráız n-ésima se eleva a la n. Para deshacerse de la ráız cuadrada, se
eleva al cuadrado de ambos lados:

√
x
2

da x y 52 da 25.

√
x = 5

x = 25

22

√
x = 5

x = 5n

n
n n
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Ejemplo 2: Solucionar la ecuación
√
x = −3 quiere decir encontrar todos los valores cuya ráız cuadrada sea

−3. Pero la ráız cuadrada de un número siempre es positiva! Por lo tanto,
√
x = −3 no tiene solución. En general,

par√x = negativo no tiene solución

Ejercicio 18 Solucione las siguientes ecuaciones:

√
k = 12 5

√
` = 12 12

√
m = 5 12

√
n = −5 7

√
v = −1

Solución: k = 144 ; ` = 248 832 ; m = 244 140 625 ; 12
√
n = −5 no tiene solución ; v = −1

Ejercicio 19: Solucione las siguientes ecuaciones:

(a)
√
p− 3 = 8 (b) 4

√
5t+ 1 = 4 (c) 3

√
h = h

Solución:

(a)
√
p− 3 = 8 → p− 3 = 64 → p = 67 verifique:

√
(67− 3) = 8

(b) 4
√

5t+ 1 = 4 → 5t+ 1 = 256 → 5t = 255 → t = 51 verifique: 4 x
√

(5(51) + 1) = 4

(c) 3
√
h = h → h = h3 → 0 = h3 − h → 0 = h(h2 − 1) → 0 = h(h− 1)(h+ 1)

3
√
h = h tiene 3 soluciones: h = −1, h = 0 y h = 1.

10.2. Momento 2: Solucionar problemas

Los ejercicios marcados con un * fueron tomados del libro Matemáticas Básicas (de Adelina Ocaña y Mario
Ernesto Pérez).

Ejercicio* 20 (ejercicio 4 página 159): Encuentre dos números tales que uno sea los tres séptimos del otro
y que la suma sea 600.

Solución:
Sean x y y los dos números.
Ecuaciones:

x =
3

7
y y x+ y = 600

Como x ya está despejado en la primera ecuación, sustituimos su valor en la segunda:

3

7
y + y = 600

Aśı obtenemos una ecuación de una variable.

Solucionemos:
3
7y + y = 600 → 3y

7 + 7y
7 = 600 → 10y

7 = 600 → 10y = 4200 → y = 420

Para encontrar el valor de x, sustituimos el valor de y en cualquiera de las dos ecuaciones:
x = 3

7 (420) = 180.

Conclusión: Los dos números son 180 y 420. Verifique que 180 es tres séptimos de 420 y verifique que 180+420 =
600.
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Ejercicio* 21 (ejercicio 6 página 159): Un boleto de entrada a un circo vale el doble para un adulto que
para un niño. Si en total se pagaron $95 500 por la entrada de 17 personas, de las cuales 9 eran adultos, ¿cuál es
el costo del boleto para un adulto y cuál para un niño?

Solución: a: valor boleto adulto, y n: valor boleto niño. Sabemos que hab́ıa 9 adultos y 8 niños (pues 17−9 = 8).
Los adultos pagaron 9× a por sus boletas y los niños pagaron 8× n por sus boletas.
Ecuaciones: a = 2n y 9a+ 8n = 95 500
Como a ya está despejado en la primera ecuación, sustituya en la segunda: 9(2n) + 8n = 95 500
(una ecuación, una variable)
9(2n) + 8n = 95 500 → 26n = 95 500 → n = 95 500

26 → n ≈ 3 673.08 pesos
Para encontrar el valor de a, sustituya el valor de n (mejor el exacto) en cualquiera de las dos ecuaciones:
a = 2

(
95 500
26

)
= 7 346.15 pesos

Conclusión: La boleta de los niños cuesta aproximadamente $3 673.08 y la de los adultos cuesta $7 346.15.

Ejercicio* 22 (ejercicio 1 página 171): Dos albañiles cobran $972 000 por una obra realizada conjuntamente.
El primero trabajó 96 d́ıas y el segundo 120 d́ıas. ¿Cuánto le corresponde a cada uno?

Nota: A continuación se presentan tres formas distintas de pensar en el problema.

Solución 1: El pago y los d́ıas trabajados son directamente proporcionales (si trabajo el doble, gano el doble).
Por lo tanto, la razón

pago
d́ıas laborados

debe ser constante. Eso corresponde a lo que pagan por d́ıa laborado.

Los $972 000 se pagaron por un total de 216 d́ıas (96 + 120 = 216)

pago total

d́ıas totales laborados
=

$972 000

216 d́ıas
= 4 500 $/d́ıa

Aśı, el albañil que trabajó 96 d́ıas recibe $432 000 (pues 96 × 4 500 = 432 000) y el que trabajó 120 d́ıas recibe
$540 000 (pues 120× 4 500 = 540 000).

Solución 2: Sea A lo que le corresponde al albañil que trabajó 96 d́ıas y B lo que le corresponde al que trabajó 120
d́ıas (216 d́ıas en total).

El pago y los d́ıas trabajados son directamente proporcionales (si trabajo el doble, gano el doble). Por lo tanto,
la razón

pago
d́ıas laborados

debe ser constante (para el total y para cada albañil).

972 000

216
=
A

96
=

B

120

Para encontrar A solucionemos la ecuación: 972 000
216 = A

96 → 972 000×96
216 = A → 432 000 = A

Para encontrar B solucionemos la ecuación: 972 000
216 = B

120 → 972 000×120
216 = B → 540 000 = A

Conclusión: El albañil que trabajó 96 d́ıas recibe $432 000 y el que trabajó 120 d́ıas recibe $540 000.

Solución 3: Sea A lo que le corresponde al albañil que trabajó 96 d́ıas y B lo que le corresponde al que trabajó 120
d́ıas (216 d́ıas en total).

El pago y los d́ıas trabajados son directamente proporcionales (si trabajo el doble, gano el doble). Por lo tanto,
podemos utilizar la regla de tres:

pago 972 000 A B
d́ıas laborados 216 96 120

Aśı, A = $972 000×96 d́ıas
216 d́ıas

= $432 000 y B = $972 000×120 d́ıas
216 d́ıas

= $540 000

Conclusión: El albañil que trabajó 96 d́ıas recibe $432 000 y el que trabajó 120 d́ıas recibe $540 000.
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Ejercicio* 23 (ejercicio 9 página 159): Una persona invierte $2 500 000 en acciones. Una parte del dinero
la invierte a una tasa del 6.5 % y el resto al 9 %. Si el interés proveniente de estas dos inversiones suma $191 050,
¿cuánto dinero invirtió en cada tasa?

Solución: Sea x lo que invirtió a 6.5 % y y lo que invirtió a 9 %.
Ecuaciones:

x+ y = 2 500 000 (total invertido) y 0.065x+ 0.09y = 191 050 (total intereses)

Despejamos x en la primera ecuación:

x+ y = 2 500 000 → x = 2 500 000− y

Ahora sustituimos en la segunda:

0.065(2 500 000− y) + 0.09y = 191 050

y solucionamos:

0.065(2 500 000−y)+0.09y = 191 050 → 162 500−0.065y+0.09y = 191 050 → 162 500+0.025y = 191 050
→ 0.025y = 28 550 → y = 1 142 000 (en la cuenta con 6.5 % de interés se invirtió $1 142 000)

Para encontrar x, sustituimos el valor de y:
x = 2 500 000− 1 142 000 = 1 358 000 (en la cuenta con 9 % de interés se invirtió $1 358 000)

Verifique: 1 142 000 + 1 358 000 = 2 500 000
√

y 0.065× 1 358 000 + 0.09× 1 142 000 = 191 050
√

Ejercicio* 24 (ejercicio 5 página 159): Se cuenta con 42 cajas, en las que se pueden empacar 5 o 7 raquetas
en cada una. Se han empacado un total de 250 raquetas; ¿cuántas cajas de cada clase se utilizaron?

Ejercicio 25: Consuelo le da mensualmente a su mamá el 16 % de su sueldo. Esto equivale a $648 000 menos
que la cuarta parte de su sueldo. ¿Cuánto gana Consuelo? ¿Cuánto le da a su mamá mensualmente?

Solución: Llame c al sueldo de Consuelo. El 16 % del sueldo es 0.16c. La cuarta parte del sueldo es c
4 , y $648 000

menos que la cuarta parte de su sueldo es c
4 − 648 000.

Ecuación: 0.16c =
c

4
− 648 000

Solucionemos la ecuación:

0.16c = c
4 − 648 000 → 0.16c = 0.25c− 648 000 → 648 000 = 0.25c− 0.16c → 648 000 = 0.09c →

648 000
0.09 = c → c = $7 200 000 (Consuelo gana $7 200 000)

Para calcular cuánto le da a su mamá podemos calcular 0.16 × 7 200 000 o 7 200 000
4 − 648 000, y de ambas

formas obtenemos $1 152 000.

56



Ejercicio 26: Omar y Paola se van a casar. Contando a todos sus familiares, hay 180. Pero el presupuesto que
tienen sólo alcanza para invitar 100 familiares. Por lo tanto, Omar sólo va a invitar al 50 % de su familia y Paola
sólo va a invitar al 75 % de su familia. ¿Cuántos familiares tiene cada uno?

Solución:

σ: número de familiares de Omar
p: número de familiares de Paola

σ + p = 180 0.50σ + 0.75p = 100
total familiares total familiares invitados

σ = 180− p

despeje σ

sustituya
Se obtiene: 0.5(180− p) + 0.75p = 100

90− 0.5p+ 0.75p = 100

0.25p = 10

p = 40

Paola tiene 40 familiares.

σ = 180− 40 = 140

Omar tiene 140 familiares.

Ejercicio 27: Diego contrató a dos personas para sellar los 400 sobres que debe sellar. Una vez finalizado el
trabajo Diego le paga $32 670 pesos a uno y $75 330 al otro (proporcional a cuántos sobres selló cada uno). ¿Cuántos
sobres selló la persona que recibió $75 330?

Solución: En total, Diego pagó $108 000 por los 400 sobres. Como el pago y el número de sobres sellados son
directamente proporcionales (si sello el doble de sobre, me pagan el doble), entonces la razón entre pago y número
de sobres debe mantenerse constante. Sea n el número de sobres que selló el que recibió $75 330.

pago

número de sobres
=

$108 000

400 sobres
=

$75 330

n sobres

Solucionamos la ecuación: 108 000
400 = 75 330

n → 108 000n = 400× 75 330 → n = 400×75 330
108 000 → n = 279

El que recibió $75 330 selló 279 sobres.

Igualmente, como el pago y el número de sobres sellados son directamente proporcionales, podemos usar la re-
gla de tres:

pago (en $) # de sobres

108 000 400
75 330 n

n = 400×75 330
108 000 = 279

Ejercicio 28: Se inicia con un rectángulo cuyo largo es tres veces más largo que el ancho. Si el ancho se incre-
menta en 5 cm y al largo se reduce en 1 cm, el área de este nuevo rectángulo es de 22.75 cm2. ¿Cuál era el área del
rectángulo original?

Solución:

rectángulo original

a

3a

a: ancho del rectángulo original

área = 3a2 a+ 5

3a− 1

nuevo rectángulo

área = 22.75 cm2

área = (3a− 1)(a+ 5)
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ecuación: (3a− 1)(a+ 5) = 22.75

3a2 + 14a− 5 = 22.75

3a2 + 14a− 27.75 = 0 ∆ = 529 (dos soluciones)

a =
−14±

√
529

2(3)
=

−14± 23

6

a = 1.5

a = −6.16

+

−

(tiene sentido)

(no tiene sentido)

El ancho del rectángulo original era 1.5 cm.

El largo del rectángulo original era de 4.5 cm (tres veces ms largo que el ancho)

El área del rectángulo original era 6.75 cm2.

Ejercicio 29: Una hoja de papel tiene un área de 609 cm2. Los márgenes superior e inferior son de 3 cm y los
márgenes laterales son de 2 cm. El área impresa (es decir, la hoja sin los márgenes), es 391 cm2. ¿Cuáles son las
dimensiones de la hoja?

Solución:

ár
ea
=
60
9
cm

2

ár
ea
=
39
1
cm

2

3 cm
2
cm

x: ancho de la hoja

y: largo de la hoja

y

x

x− 4: ancho de la parte impresa

y − 6: largo de la parte impresa

área = xy área = (x− 4)(y − 6)

ecuaciones: 609 = xy 391 = (x− 4)(y − 6)y

609
x

= y

despeje

sustituya

se obtiene: 391 = (x− 4)( 609x − 6)

391 = (x− 4)( 609x − 6)

391 = x 609
x − 6x− 4 609

x + 24

391 = 609− 6x− 2436
x + 24

2436
x = 609 + 24− 391− 6x

2436
x = 242− 6x

2436 = (242− 6x)x

2436 = 242x− 6x2

6x2 − 242x+ 2436 = 0

∆ = (−242)2 − 4(6)(2436) = 100

x = −(−242)±
√
100

2(6) = 242±10
12

x = 21

x = 232
12 = 58

3 = 19.3

Ambas soluciones tienen sentido.

Si x = 21, entonces y = 609
21 = 29

Si x = 58
3 , entonces y = 609

58
3

= 31.5 Hay dos posibilidades, una hoja de 21 cm × 29 cm,

o una hoja de aproximadamente 19.3 cm × 31.5 cm.

Conclusión:
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